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Prélogo de los autores

Este libro trata la teoria de la Armonia y del Contrapunto atonal, y las técnicas para su aplicacion con
el apoyo de programas informaticos. Pero dado que tanto la armonia como el contrapunto son las dos
caras de la organizacion musical basada en notas, con énfasis en la organizacion simultanea una 'y en
la organizacion sucesiva el otro, y en honor a la concision, lo hemos titulado “Elementos de
Contrapunto Atonal”. Todo lo aqui desarrollado se basa en nuestra experiencia como compositores y
docentes universitarios y, especificamente, en lo producido en el marco de los Proyectos de
Investigacion “Desarrollo de aplicaciones informéticas para la organizacion de la altura temperada
en la composicion y analisis musical” (Area de Artes Multimediales, 1.U.N.A., 2007-2008) y
“Formalizacion de procesos compositivos y desarrollo de aplicaciones informaticas para analisis y
composicion musical” (Facultad de Artes y Ciencias Musicales, U.C.A., 2007-2009).

Gran parte de la produccion musical de la masica occidental descansa en la organizacién de la altura
en base al sistema temperado. Durante los Siglos XVII, XVIII y XIX, se desarrollaron
simultaneamente tanto la musica Tonal como su teoria. A partir de la llamada “Musica del Siglo XX”,
o “Musica Contemporanea”, comienza un proceso de disolucion gradual del Sistema Tonal en el que
se destacan tres tendencias:

La persistencia del sistema tonal de manera “extendida”, o de sistemas analogos en base a otras
escalas 0 modos, o el uso particular de estos —politonalidad, bitonalidad, etc.- Se encuentra en
determinadas composiciones de Claude Debussy, Bela Bartok, Sergei Prokofief, lgor
Stravinsky, Alexander Scriabin, entre otros.

La organizacién Serial Dodecafdnica de la altura temperada, disefiada por los compositores de la
Escuela de Viena (Arnold Schonberg, Anton Webern y Alban Berg), aproximadamente a
partir de 1920 y continuada luego por compositores europeos y estadounidenses. La posterior
derivacion de ésta fue el Serialismo Integral, tendencia encabezada por compositores como
Karlheinz Stockhausen, Pierre Boulez, Luigi Nono, Luciano Berio y Milton Babbitt, entre
otros.

La organizacion “no-serial” de la altura temperada que, sin embargo, no es tonal (o tonal-
extendida, como el caso de la tendencia que mencionamos en el punto 1) ni serial, y que se
suele denominar “atonalismo libre”. Esta se detecta en las primeras composiciones atonales
de los compositores de la Escuela de Viena, aunque también en las obras de Edgar Varése,
Charles Ives e Igor Stravinsky, entre otros.

Ya que la primera y la segunda de las tendencias mencionadas se basan en conceptos tedricos
totalmente —o casi totalmente- desarrollados, surgio la necesidad de disefiar un sistema tedrico para
la musica Atonal no-serial. Si bien no puede negarse que su fuente de inspiracion la constituye la
musica pre y post-serial atonal centroeuropea, fue inicialmente desarrollado por compositores y
tedricos americanos (Milton Babbit y Allen Forte, como compositor y téorico y como teorico
respectivamente, entre los mas destacados). El sistema, se basa en la nocion de Pitch Class Sets
(Conjuntos de Grados Crométicos) y utiliza recursos del Algebra Combinatoria y de la Teoria de
Conjuntos para organizar los grados crométicos (Pitch Classes) del sistema temperado en grupos
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(Sets), y determinar sus propiedades estructurales. En base a las propiedades de los Pitch Class Sets
surgen sus posibilidades de combinacion y su potencial sonoro a explotar en la composicién musical.
Una posterior proyeccion es la formalizacion de las posibilidades de la disposicion vertical y
horizontal de estos conjuntos en matrices, que explotan sus caracteristicas estructurales en la
generacion de disefios compositivos abstractos aplicables a la composicion musical, tal como se
desarrolla principalmente en los trabajos del compositor estadounidense Robert Morris. La
combinatoria aplicada a matrices, sin embargo, no es exclusiva de la mdsica atonal, sino que se
desarrolla abundantemente también en la musica serial dodecafénica. En este sentido, tanto la teoria
de la musica serial dodecafonica como la de la musica atonal se complementan en una manera
orgénica, dado que las formas candnicas de una serie dodecafonica (original, inversion,
retrogradacion e inversion retrgrada) no alcanzan a dar cuenta de la estructura subyacente de una
obra musical y, por otro lado, los conjuntos de grados cromaticos de una obra no-serial deben estar
distribuidos organizadamente en el total cromatico.

Los capitulos I y Il de este libro desarrollan la teoria basica: Conjuntos de Grados Cromaticos vy
Matrices Combinatorias. En el capitulo Il se exponen algunos ejemplos musicales. Ciertas
complejidades de la teoria atonal tornan su aplicacion practica casi imposible si no se dispone de
programas de computacion que asistan al compositor o al tedrico. De hecho, la técnica de los Pitch
Class Sets y sus derivaciones parece haberse desarrollado en sinergia con los sistemas de composicion
y analisis asistidos por computadoras. Es por eso que, en el capitulo IV de este libro, se presenta una
descripcion y ejemplos de uso de una de las aplicaciones informaticas desarrolladas especificamente
en el marco de los proyectos de investigacién que dieron lugar a este libro: la biblioteca de objetos
externos pcslib (para utilizarse en conjunto con el lenguaje de programacién en entorno gréfico Pure
Data, de Miller Puckette).

La palabra “Elementos”, que encabeza el titulo, testimonia que hemos tenido que realizar una ardua
sintesis de un tema vastisimo y rico en sesgos tedricos y estéticos. Si este trabajo ayuda a los

compositores a componer mejor musica y a los tedricos a explorar mejor uno de los rasgos
fundamentales de la mdsica atonal, habremos cumplido con nuestro objetivo.

Pablo Cetta
Oscar Pablo Di Liscia

Buenos Aires, 30 de Noviembre, 2008
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Capitulo I - Teoria de los conjuntos de grados cromaticos (PCS)

Grados Cromaticos o Clases de Alturas (Pitch Classes)

La teoria de la organizacion de la altura en la musica atonal descansa en dos rasgos basicos de la
musica clasica occidental: el temperamento igual y la equivalencia de octava.

Cada una de las doce notas de la escala cromatica temperada es considerada un Pitch Class (clase de
alturai, abreviada de ahora en adelante como PC) independientemente del registro en el que se
manifieste. Asi, por ejemplo, existe la PC Do, a la que pertenecen todos los Do posibles, la PC La# a
la que pertenecen todos los La#, etc. También se asume la equivalencia por enarmonia, lo que
significa que Sib y La# pertenecen a la misma PC, o son PC equivalentes:.

Cada PC se representa con un entero, comenzando por el cero para la PC Do y terminando con el 11
para la PC Si. A los efectos de realizar una escritura de tablas y graficos més ordenada, mucha de la
literatura al respecto asume el uso de la letra “A” para la PC 10 y la letra “B” para la PC 11. De esta
manera, se usa siempre un solo caracter para representar a cada PC.

El gréfico siguiente muestra la representacion simbdlica de la PC, su nombre “musical” y su
representacion en notacion musical (esta Gltima, reducida a la octava central).

A do do# re re# mi fa fa# sol sol# la la# si
4 T T i i ! ! 1
b T———— — —g
AN 1 1
o # 74 [
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B

Figura 1: las doce PC con su representacion simbolica, nombre musical y
grafica musical (en la octava central)

Conjuntos de Grados Cromaticos o Conjuntos de Clases de Notas (Pitch Class Sets)

El nimero total de combinacioness posibles de las 12 PC tomadas de una en una, de dos en dos, de
tres en tres, etc., es de 212 = 4096.

1En idioma castellano no se usa corrientemente “clase de altura” como traduccion de Pitch Class. Una posible
equivalencia de esta expresion seria “grado cromatico”.

2Los musicos no somos siempre conscientes de que, al nombrar un determinado grado cromatico (por ejemplo, “Re”),
estamos aludiendo a una Clase y que en esa alusion subyace el supuesto de la equivalencia de octava.

3Notese que se trata de “combinaciones” y no de “variaciones”. Es decir, los cambios de orden de los elementos de un
conjunto no se consideran relevantes. En este sentido 012, 210, 021, 201, 120 y 102 son equivalentes.
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El nimero de combinaciones posibles para cada nimero de PC se calcula de acuerdo con la siguiente
formula:
n!
m!(n —m)! (1)

En donde n es el numero de elementos del conjunto total (12, en este caso) y m es el nimero de
elementos de la combinacion.

Por ejemplo, el nimero de diferentes combinaciones de 3 elementos que se puede obtener de un
conjunto de 12 elementos es:

12! _
31(12-3)! 220 @)

En la literatura especializada (véase Forte, 1974) se denomina al nimero de elementos de un conjunto
de PC como namero cardinal. Asimismo, se incluye dentro de las combinaciones posibles al conjunto
de cardinal 0, llamado conjunto nulo y, por supuesto, al conjunto de los doce PC llamado Agregado.
La siguiente tabla muestra la cantidad de conjuntos posibles para cada nimero de elementos.

N Combinaciones
diferentes

0 1

1 12

2 66

3 220

4 495

5 792

6 924

7 792

8 495

9 220

10 66

11 12

12 1
TOTAL 4096

La teoria de la musica atonal realiza una clasificacion de los conjuntos que se listaron en clases de
conjuntos, que se basa tanto en su nimero cardinal (cantidad de elementos distintos) como en su
estructura. En este Gltimo sentido, considera como equivalentes (o, dicho de otra manera,
pertenecientes a la misma Clase de Conjunto, abreviado de ahora en mas como SC) a un grupo de
aquellos conjuntos que se pueden reducir a uno solo de ellos por medio de las operaciones de
transposicion o inversion. Por ejemplo, los conjuntos {0, 1, 6}, {2, 3, 8} y {9, 8, 2} pertenecen todos
a la misma Clase (3-5), porgue el segundo es una transposicion y el tercero es la inversion transpuesta
del primero. Mas adelante se veran las operaciones de transposicion e inversién de una manera mas
rigurosa, pero, por ahora, la siguiente figura con la notacion musical de los conjuntos mencionados
sera suficiente para entender el concepto.
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Figura 2: representacion musical de los conjuntos de grados cromaticos {0,
1,6} {2,3,8}y{98, 2}

Es asi como se obtienen los Conjuntos de Grados Cromaticos (llamados Pitch Class Sets en la
literatura especializada en idioma inglés, y a los que nos referiremos con la abreviatura PCS)a.
Tomando el criterio de la equivalencia por transposicion o inversion transpuesta, la cantidad total de
SC distintas es de 224. Se indica para cada namero cardinal en la siguiente tabla.

Cardinal | SC diferentes
0 1
1 1
2 6
3 12
4 29
5 38
6 50
7 38
8 29
9 12
10 6
11 1
12 1

TOTAL 224

Allen Forte (Forte, 1974) sistematiza la nomenclatura que habitualmente se usa en la Teoria Atonal
para designar a cada una de las SCs. Utiliza dos nimeros para definir una SC: su nimero cardinal
(nimero de PC de una SC) y su nimero ordinal (este es un ndmero de orden que se elige
arbitrariamente para diferenciar distintas SC de igual nimero cardinal). Estos dos nUmeros, separados
por un guién, designan una SC en particular. Por ejemplo, el PCS {1, 2, 7, 8} pertenece a la SC 4-9.

Las SC que se mencionaron se encuentran en el Apéndice I de este libro. La tabla contiene otros datos
sobre las SC que se explicaran més adelante.

Forma Prima de un PCS

En general, los PCS se consideran no-ordenados, en el sentido que el cambio de orden de sus
componentes no altera la SC a la que pertenecen. Sin embargo, con el objeto de representar a una SC
en la tabla y realizar otras operaciones, se determina una version especialmente ordenada de un PCS

4 Se atribuye a Milton Babbitt (Babbitt, 1961) el uso de esta denominacion por primera vez.
5 De hecho, mucha de la literatura se refiere a esta denominacion como el “niimero Forte”.
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de esa clase. A esa version ordenada se la denomina forma prima o forma normals. El procedimiento
para la obtencion de la forma prima de un PCS es el siguiente:

1. Se ordena el PCS de mayor a menor.

2. Se realizan todas las permutaciones circulares. La sucesion debe ser siempre ascendente, por
lo que se deberd sumar 12 a cada primer elemento que pase a ser el Ultimo en cada
permutacion.

3. Sedetermina el “orden normal”, de la manera que sigue: se selecciona la permutacion circular
que contenga el intervalo méas pequefio entre su primer y Gltimo PC. Si ese intervalo es igual
en todas las permutaciones, se escoge aquella que tenga el intervalo méas pequefio entre el
primero y segundo PC; si fueran iguales, entre el segundo y tercero, y asi sucesivamente. Si
los intervalos entre PC son iguales para todas las permutaciones circulares, entonces se elige
cualquiera de ellas como orden normal.

4. Se traspone la permutacion seleccionada de manera tal que su primer PC sea “0”. Si la
diferencia entre el primer PC y el segundo PC es mayor que la diferencia entre el antetltimo
y el altimo se trata de un orden normal invertido, hay que retrogradar, invertir el PCSy volver
a trasponerlo al nivel “0”.

Ejemplo con el PCS {8, 2, A, 1}

1 - Orden ascendente:
128A
2 - Permutaciones circulares:

128 A
28 A 13
8 A 1314
A 131420
3 - Determinacion del orden normal. Valores absolutos de la resta del primero y Gltimo PC de cada

permutacion:

IA-1=9

[13-2|= 11

|14 —8|= 6  (menor diferencia)
|20 - A| =10

Orden normal:
8 A 1314

4 - Transposicion del orden normal al nivel “0” (restar 8 a cada entero):

0 2 56 (ladiferenciaentre 0y 2 es mayor que la diferencia entre 5y 6)

6 Esta Ultima denominacidn se debe a Babbitt (1961).
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retrogradar: 6520
invertir: 67 A0
0146

transponer a nivel “0”: = Forma Prima

Si se busca este PCS en la Tabla del Apéndice I, se comprobara que pertenece a la SC 4-Z15. La “Z”
en el nombre seré explicada luego.

Como se comprenderd, el procedimiento que determina la forma prima debe ser realizado toda vez
que se desee “identificar” (i.e., saber a qué SC pertenece) un PCS. Sobre todo cuando el PCS tiene
entre 4 a 8 elementos, el procedimiento se vuelve tedioso y la cantidad de SC a las que un PCS puede
pertenecer son mas numerosas, por lo que es recomendable usar programas informaticos para tal finz.

Operaciones de Transposicion, Inversion y Multiplicacion

En la seccion anterior aludimos a las operaciones de transposicion e inversién en la basqueda
de la forma prima de un PCS. Las trataremos ahora con més detalle.

La transposicién de un PC a se define como la suma de un entero n médulo 12s.
Tn(a) =a+n(mod 12) 3)

Asi, por ejemplo, Ts {8, 2, A, 1} = (13-12),7,(15-12),6= {1,7, 3, 6}

{8,2,A,1} {1,7,3,6}

H |
’¥ 1 1|

Sge————= = =

Figura 3: Transposicion Ts de {8, 2, A, 1}

| 1003
Exs
| ENE

X
ol

La inversién de un PC a se define como:
I(a) =12 - a (mod 12) 4)

Asi, por ejemplo, 1 {8, 2, A, 1} = {4, A, 2,B}

18,2,A,1}

i)
L
P’ A ] 1 T
1
I
1

Figura 4: Inversion de {8, 2, A, 1}

7 Como ejemplo, en (Windsor y De Lisa, 1991) se encuentra el cédigo de una funcion escrita en Lenguaje C que realiza
el procedimiento mencionado. VVéase también (Cetta y Di Liscia, 1991).
8 La equivalencia de octava es la que produce la estructura ciclica de los 12 PC.
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Es importante observar que, mientras la transposicion no implica necesariamente la inversion, la
inversion implica siempre la transposicion del PCS involucrado. En efecto, si tomamos los dos
ejemplos anteriores:

{8,2,A 1} pertenece a la SC 4-Z15y es la IT2 de la forma prima.
T5{8, 2, A, 1} dael PCS {1,7,3,6} queeslaIT7 de la forma prima.
1{8,2, A, 1} dael PCS {4,A,2,B} que es la Ta de la forma prima.

Por supuesto, la inversion seguida de transposicion es posible, como son posibles varias operaciones
sucesivas de transposicion e inversion que se pueden reducir a operaciones méas simples por medio
de simplificaciones algebraicas.

El operador de multiplicacion, llamado M, produce, en algunos casos, PCS de SC equivalentes a la
original y en otros no.

La operacion M se define como:
Mn(a)=a.n (mod 12) (5)

De lo expuesto se deduce que hay algunos valores de n que producen resultados triviales. Por ejemplo,
n =1 dejaal PCS invariante (M1 es un operador de identidad, tal como lo es To) y n = 0 ubica a todos
los PC en la clase 0.

El siguiente ejemplo muestra que utilizar n = 11, es equivalente a invertir el PCS:

4-715 {0, A, 7,6} Te
Me{0, A, 7, 6} =0, 110, 77, 66 = 4-215 {0, 2, 5, 6} Tsl

Y cuando n = 2, se ubica a los 12 PCS en una escala de tonos enteros.

En general, estas transformaciones no tienen mucho interés, por lo que los teéricos (Morris, 1987, pp
65-66) entienden que los valores “Utiles” para n en el caso del operador M son 5 o 7. Estos valores
ubican a los 12 PC ordenados en una escala cromatica en un circulo de cuartas justas y en un circulo
de quintas justas, respectivamente. Como M7 es equivalente a Msl, la teoria atonal se refiere al
operador Ms directamente como M (Morris, op. cit.) y se usa Unicamente M o MI. Asimismo, se
veran en el capitulo 1l otras aplicaciones de los operadores M para la construccion de Matrices
Combinatorias.

Son posibles también combinaciones de las operaciones de transposicion, inversion y multiplicacion,
como TnM 0 TnMlo.

Contenido intervalico de los PCS

De lo expuesto en la seccidn que trata los PCS, se desprende que existen 6 SC de los PCS de cardinal
2. Esto es, por supuesto, porque se asume la equivalencia de transposicion e inversion. Las SC de
cardinal 2 no son otra cosa que lo que los musicos denominamos corrientemente “intervalos simples”,
y son 6. Se detallan en la tabla siguiente con su nombre “musical’:

o Llamados TTOs (Twelve tone operators) por Morris (Morris, 1987)
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Nombre | Forma Prima Denominaciéon “musical”
2-1 [0,1] Segunda menor
2-2 [0,2] Segunda mayor
2-3 [0,3] Tercera menor
2-4 [0,4] Tercera mayor
2-5 [0,5] Cuarta justa
2-6 [0,6] Tritono

Dado un PCS de cardinal 2, no hace falta utilizar el complejo procedimiento de la forma prima para
encontrar la SC a la que pertenece, basta con tener en cuenta la diferencia absoluta de los dos PC que
lo integran. Por ejemplo, el PCS {4, 5} pertenece a la SC 2-1, dado que 4 - 5 =1; y el PCS {9, 1}
pertenece a la SC 2-4, dadoque 9-1=8¢l(8)=12-8 = 4.

Un indicador significativo de las particularidades de un PCS es la cantidad y clase de los subconjuntos
de cardinal 2 que posee. En rigor, son las SC de los PCS de cardinal 2.

Por ejemplo, si tenemos en cuenta las combinaciones posibles de 2 elementos del PCS {4, 5, 8}, que
pertenece a la SC 3-3, es posible encontrar tres subconjuntos:

a) {4,5}
b) {5.8}
c) {8,4}

y COMO:

a) 4-5=1
b) 5-8=3
c) 8-4=4

se puede decir que los PCS de la SC 3-3 tienen un elemento de la SC 2-1, uno de la SC 2-3 y uno de
la SC 2-4.

En los PCS de cardinal 3 es facil derivar su contenido intervalico por simple inspeccion visual, pero
en PCS de mas elementos, no resulta tan sencillo. Es por ello que Forte (Forte, 1974) disefio el
Ilamado Vector de Clases Intervalicas (ICV10). Se trata de un vector con 6 entradas que corresponden
cada una de ellas a las 6 clases intervélicas (las 6 SC de los PCS de cardinal 2) y en cada entrada se
registra la cantidad de intervalos de la clase que corresponda. Por ejemplo, el ICV del PCS 3-3 que
se analizé antes es [101100].

Las posiciones con valor cero indican la ausencia de una 0 mas clases intervalicas. En este caso, las
clases 2, 5y 6 (segunda mayor, cuarta justa y tritono) se encuentran ausentes en los PCS de la SC 3-
3.

E1ICV es un identificador muy util del “potencial sonico” de una determinada SC tanto por las clases
intervélicas presentes, como por las ausentes y su cantidad. Al analizar los ICV de las diversas SC,
se presentan casos de especial interés, que pueden agruparse en cuatro categorias.

10 Por Interval Class Vector (Forte, 1974)
17



1 - ICV idénticos en SC diferentes. Por ejemplo, las SC 5-Z17 y 5-Z37 no son equivalentes por
transposicion o inversion transpuesta pero, sin embargo, tienen un ICV idéntico:

5-717 [212320]
5-737 [212320]

Las SC con esta particularidad se marcan con una “Z” antepuesta a su nimero de orden. Existen,
en el total de las SC posibles, 23 SC que tienen otras 23 SC correspondientes con ICV idéntico
agrupada de a pares. Se denominan habitualmente “Pares Z”.

2 - SC de igual namero cardinal que poseen ICV con varias entradas iguales. El caso limite y muy
singular, lo constituyen las SC 4-Z15y 4-Z29, cuyo ICV contiene un elemento de cada clase (en
adicion, son “Pares Z”):

4-715 [111111]
4-729 [111111]

Aparte de estos, no hay SC de cardinal superior a 3 con 5 entradas iguales, por lo que los SC con
cuatro entradas iguales son especialmente relevantesii. En los ejemplos siguientes, las entradas
iguales estdn marcadas en negrita.

4-8  [200121]
4-9  [200022]

4-8  [200121]
4-5  [210111]

3 - Laausencia de una o varias clases intervalicas. La relevancia de tal caracteristica es mayor cuando
el numero cardinal del PCS es mayor que 4. A partir del cardinal 7, ya no hay SC con ausencia de
clases intervélicas. De las 50 SC de cardinal 6, s6lo hay 6 que tienen valor cero en una 0 mas
entradas del ICV. Un ejemplo significativo lo constituye la SC 6-35 (la escala de tonos enteros).

6-35 [060603]

4 - La saturacion de una o varias clases intervalicas. Es la “contracara” de la ausencia de otras y,
como tal, resulta mas significativa en las SC con cardinal mas bajo.

Complemento de los PCS

El complemento de un PCS es el PCS que se forma con los restantes PC no incluidos en él. El nimero
cardinal del complemento es, entonces, igual a 12 - n, siendo n el numero cardinal del PCS. Los
numeros ordinales de dos PCS complementarios son iguales. Por ejemplo, el PCS {1, 2, 7, 8, B}
pertenece a la SC 5-19 y su complemento {0, 3, 4, 5, 6, 9, A}, pertenece a la SC 7-19.

La consideracion de la relacion de complementariedad no se limita a los PCS que no repiten PC, es
decir, se extiende a las SC. Por esta razon, dado un PCS denominado A, se suele aludir al PCS A

11 Se ampliaran estas particularidades en la seccién dedicada a las Relaciones de Similitud.
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formado por todos los PC no incluidos en A como el complemento literal de A, pero cualquier PCS

de la misma SC de A también se considera el complemento de A. Veremos més adelante(al tratar
los complejos K/Kh) que esta observacion es significativa.

La relacion de complementariedad es reciproca, esto es, la SC 3-4 es complementaria de la SC 9-4 y
la SC 9-4 es complementaria de la SC 3-4.

5-19{1,2,7,8,B} 7-1940,3,4,5,6,9,A}

o) , , | !
7 T i I - ] i I I i i
| oY 1 1 - - | 1 1 1
D - o - b 1 I 0
JHe [ o B

Figura 5: Relaciones de complementariedad entre dos PCS

En las SC de cardinal 6, se produce una situacion especial: el complemento de un PCS de cardinal 6,
o bien es un miembro de su misma SC o bien es su “Par Z”.

Existe una clara relacion entre los ICV de SC complementarias de nimero cardinal distinto de 6.
Obsérvense los ICV de las parejas de SC complementarias que se listan debajo:

3-3  [101100]
9-3  [767763]

4-9  [200022]
89  [644464]

55  [321121]
7-5  [543342]

Se puede comprobar que, entre las entradas de los respectivos ICV de SC complementarias, existe
una relacion de £ |n - m|, excepto para la entrada 6 (Gltima), en donde la diferenciaes zint(jn-m|/
2).

Esto indica que una SC puede considerarse, desde el punto de vista de la intervalica, como una
“ampliacion” de su complementaria de cardinal menor o un “resumen” de su complementaria de
cardinal mayor.

Subconjuntos de PCS

Todo PCS contiene una cantidad de subconjuntos de PC, que son PCS de nimero cardinal menor al
suyo. Esta situacion se formaliza en la teoria de conjuntos con la relacion de inclusion. Por ejemplo,
el PCS[1, 2, 7, 8, B], que pertenece a la SC 5-19, contiene los siguientes subconjuntos de cardinal 4:

{1,2,7,8} 4-9
{1,2,8,B} 4-13
{1,7,8,B} 4-715
{2,7,8,B} 4-18
{1,2,7,B} 4-729
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5-19{1,2,7,8,B} 4-9{1,2,7,8} 4-13{1,2,8,B}
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Figura 6: subconjuntos del PCS {1, 2, 7, 8, B}. Se obtienen, en este caso,
suprimiendo uno de los PC por vez.

De la misma manera que el ICV, la cantidad y SC de los subconjuntos de un PCS es una propiedad
de la SC a la que pertenece.

En la seccion que trata el ICV, se explico que se puede considerar a éste como la indicacion
cuantitativa-cualitativa de las SC de los PCS que se forman con las combinaciones de dos en dos de
los PC de un PCS.

De manera analoga, se podria calcular la cantidad y SC de los PCS de cardinal 3, 4, etc., que forman
los PC que integran un PCS.

La ecuacion (1) nos indica, por ejemplo, que un PCS de cardinal 5 tiene:

5 PCS de cardinal 1 (los 5 PC que lo integran)
10 PCS de cardinal 2 (los “intervalos simples” que contiene, listados en el ICV)
10 PCS de cardinal 3

5 PCS de cardinal 4

Siguiendo este criterio, también se podria establecer un Vector de SC de cardinal n para una SC dada.
Como ejemplo, se listan abajo las SC a las que pertenecen los subconjuntos de cardinal 3 para cada
una de las SC de cardinal 4 y el vector de las 12 SC de cardinal 3 asociado.
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SC Subconjuntos de n-1 de Vector de
cardinal 3 subconjuntos
4-1 3-1 | 3-1 | 3-2 | 3-2 | [220000000000]
4-2 3-1 | 3-2 | 3-3 | 3-6 | [111001000000]
4-3 32 | 32 | 33 | 3-3 | [022000000000]
4-4 3-1 | 33 | 34 | 3-7 | [101100100000]
4-5 3-1 | 34 | 3-5 | 3-8 | [100110010000]
4-6 3-1 | 3-5 | 3-5 | 3-9 | [100020001000]
4-7 3-3 | 33 | 344 | 3-4 | [002200000000]
4-8 3-4 | 3-4 | 3-5 | 3-5 | [000220000000]
4-9 35 | 3-5 | 3-5 | 3-5 | [000040000000]
4-10 32 | 32 | 3-7 | 3-7 | [020000200000]
4-11 32 | 34 | 3-6 | 3-7 | [010101100000]
4-12 3-2 | 3-3 | 3-8 | 3-10 | [011000010100]
4-13 32 | 35 | 3-7 |3-10 | [010010100100]
4-14 3-2 | 34 | 39 |3-11 | [010100001010]
4-715 3-3 | 35| 3-7 | 3-8 | [001010110000]
4-16 3-4 | 35 | 3-8 | 3-9 | [000110011000]
4-17 3-3 | 3-3 | 3-11 | 3-11 | [002000000020]
4-18 3-3 | 3-5 | 3-10 | 3-11 | [001010000110]
4-19 3-3 | 3-4 | 3-11 | 3-12 | [001100000011]
4-20 3-4 | 3-4 | 3-11 | 3-11 | [000200000020]
4-21 36 | 3-6 | 3-8 | 3-8 | [000002020000]
4-22 36 | 3-7 | 39 |3-11 | [000001101010]
4-23 3-7 | 3-7 | 39 | 3-9 | [000000202000]
4-24 3-6 | 3-8 | 3-8 | 3-12 | [000001020001]
4-25 3-8 | 3-8 | 3-8 | 3-8 | [000000040000]
4-26 3-7 | 3-7 | 3-11 | 3-11 | [000000200020]
4-27 3-7 | 3-8 | 3-10 | 3-11 | [000000110110]
4-28 3-10 | 3-10 | 3-10 | 3-10 | [000000000400]
4-729 32 | 35 | 3-8 | 3-11 | [010010010010]

De manera anéloga a lo tratado en el ICV, se podrian establecer diversos grupos de las SC de cardinal
4 a partir de la ausencia, variedad o saturacion de determinadas SC a las que pertenecen sus PCS de
cardinal 3 incluidos. Obsérvese, por ejemplo, que la SC 4-9 so6lo contiene PCS de cardinal 3 de la SC

3-5.

Otra observacion importante a realizar para los subconjuntos o PCS incluidos en otro involucra la
relacion de complementacion que ya se ha tratado. Se puede demostrar que, excepto en el caso de las
SC de cardinal 6 que son pares Z, el complemento de mayor nimero cardinal de una SC contiene a
la SC complementaria al menos una veziz. Muchos de ellos lo contienen varias veces. Por ejemplo,
el PCS {0, 1, 2, 5, 6, 7, 8} que pertenece a la SC 7-7, contiene 5 versiones de su complemento, el 5-

7:

12 Salvo en el caso excepcional del PCS 7-Z12, que no contiene ningin subconjunto de la clase 5-Z12.
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PCS 5-7 incluidos:

Invariancia en los PCS

Se denomina subconjunto invariante al PCS que se integra con los PC en comun entre varios PCS de
la misma o distinta SC. La invariancia se formaliza en la teoria de conjuntos por medio de la relacién
de interseccion y juega un papel crucial en la musica no-tonal, ya que permite establecer distintas
jerarquias y enfatizar la percepcidn de relaciones intervalicas.

Por ejemplo, los dos PCS que se presentan a continuacion pertenecen a la SC 7-19 y mantienen el
subconjunto invariante 4-16 (los PC invariantes se destacan en negritas):

7-19  {0,4,6,8,1,7,A}
7-19  Ts{5,9,B,4,6,0, 3}

Subconjunto invariante: 4-16 {0,4,6,B}

o T-19(046,B,17,A) 7-19{5.9,B,4,6,0,3}

A e e | o e S e —
T e T e
e © el n | q-‘- I e " o )

Figura 7: PCS invariante entre dos PCS. Los PC invariantes se marcan con
blancas.

Existen PCS miembros de una SC que, al ser traspuestos a determinado intervalo o invertidos y
traspuestos poseen la caracteristica de invariancia total, es decir producen exactamente el mismo PCS
ordenado de manera distinta. Esto causa que la cantidad de PCS de esa SC sea menor. El ejemplo
mas extremo y conocido por los musicos es la SC 4-2813, que se produce s6lo con 3 PCS:

4-28 {0,3,6,9} To
428 {1,4,7,A} T
4-28 {2,5,8,B} T

Cualquier otra transposicion distinta de To, T1, T2 0 inversion seguida de transposicion repetird los
PC de alguno de estos tres PCS.

Existen casos, sin embargo, que no son tan obvios. Un ejemplo es la SC 6-7 que se produce con sélo
6 PCS, ya que sus transposiciones a partir de T6 repiten las seis anteriores, y sus inversiones
transpuestas repiten a sus transposiciones.

13 El llamado “acorde de séptima disminuida”.
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Otro caso “célebre” en la musica atonal es la SC 6-2014, cuyas transposiciones 0 inversiones
transpuestas sélo producen 4 PCS distintos.

En general, la caracteristica de la invariancia total bajo T o IT de una SC puede verse como una
medida de sus simetrias internas.

La invariancia que no es total muchas veces tiene una gran importancia en el contexto musical, porque
en una obra musical la disposicion y el orden de los PC son significativos. Asi, muchas veces un PCS
invariante de cardinal 2 o aun un solo PC invariante adquieren una relevancia musical que va mas
alla de su nimero. El ICV de una SC es un indicador de la cantidad de PC invariantes que pueden
obtenerse por transposicion. Se presenta un ejemplo a continuacion.

SC  PCS ICV
5-7{1,2,6,7,8 [310132]

PCS T Jicv

{23,789} |T1 |[310132]
{34,89,AY |T2 |[310132]
{459,AB} | T3 |[310132]
{56,AB0} | T4 |[310132]
{6,7,8,0,1} | T5 |[310132]
{78012} |T6 |[310132]
{89,123} |T7 |[310132]
{9A234} | T8 |[310132]
{AB345} |T9 |[310132]
{B,0,45,6} |TA |[310132]
{01567y |TB |[310132]

A Original {1,2,6,7,8} {2,3,7.8,91T1 | .
P4 I Il 1] 1 1 1 11|
F L 1 1 1 11 1 1 1 1 1|
LT
A {3,4,8,91A}T2 | . 14,5,9,A,B} T3, .
V. ' . { 1 1 ii i : | 1 1|
|
A 15,6,AB,0;T4 16,7,B,0, 1} TS
p" T T T T t m
—H:td:#ﬂ—P—P | - P » I t H
V | 1 1IN S ] ~ 1 1 1 1
e) n | T T I o Fd
A {7,8,0,1,2}T6 18,9.1,2,3}1T7
7— i T—t I n
4 | 1 n n | 1 I i = I “
A 19,A,23,41T8 {A,B,3,4,5}T9
| l |
F— { T T f i udl — T f f f
s = —————=
A 1B0456]TA 10,1,5,6,7} TB .
2 — : t ] —f— I f i i
| Fan Y | | 1 [V | 1 1 1 H d
V4 1 1 - oy § ) 11 1 1
o | - = T * fo T

Figura 8: invariantes que resultan de las 11 transposiciones diferentes de {1,
2,6, 7,8} Los PC invariantes se marcan con blancas.

14 Entre otros autores, Anton Webern lo usa en los dos hexacordios de la serie de su Concierto Op.24.
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Se puede observar en la primera columna de la tabla, los PCS resultantes de las transposiciones que
se listan en la segunda columna. En negrita estan destacados los PC invariantes que resultan de las
transposiciones. La tercera columna muestra claramente la relacion entre invariancia por
transposicion e ICV. Obsérvese que, excepto para T6, toda vez que el intervalo de transposicion
coincide con el orden de la entrada en el ICV(resaltado en negrita), la cantidad de invariantes que
resulta de la transposicion es igual que el valor de la entrada del ICV. Asi las transposiciones T1y
TB dan como resultado tres PC invariantes y la primera entrada del ICV tiene el valor 3, las
transposiciones T2 y TA dan como resultado un solo PC invariante y la segunda entrada del ICV
tiene el valor 1, las transposiciones T3 y T9 dan como resultado ningun PC invariante y la tercera
entrada del ICV tiene el valor 0, etc. El caso de T6 es especial, pero existe igualmente una relacion
entre cantidad de invariantes y valor de la entrada 6 del ICV. Puede observarse que la cantidad de
invariantes es igual al doble de ese valor. En el ejemplo que se ha tratado, es esta transposicion la que
arroja el mayor nimero de invariantes (4).

El procedimiento para hallar la cantidad de PC invariantes entre un PCS y su inversion transpuesta
es distinto y menos simple que el anterior. Se describe a continuacion tal como aparece en (Rahn,
1980, pp 111-112) con algunas simplificaciones en su notacion.

Definicion 1: Sea M(n) la “multiplicidad de la suma de pares de PC del PCS X”1s.

Por ejemplo, con el PCS {1, 2, 4, 5} como X, M(n)X resulta:

1+2=3 1+4=5 1+5=6
2+4=6 2+5=7
4+5=9

Y se muestra en el vector siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | A [ B
- - - 1 - 1 2 1 - 1 - -

Definicion 2: Sea Q(n) el nimero (cantidad) de PC en un PCS X, que se suman a si mismos para hacer
el indice n.

Por ejemplo, usando el PCS anterior ({1, 2, 4, 5}), Q(n)X resulta:
1+1=2 2+2=4 4+4=8 5+5=10

Y se muestra en el vector siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | A [ B
- - 1 - 1 - - - 1 -

[N
1

Teorema: el niumero de PC en comun entre X'y Tal(X) es igual al doble de M(n)X mas Q(n)X.

Asi, usando siempre el PCS del ejemplo anterior:

15 Al resultado de la suma se le debe aplicar, naturalmente, médulo 12.
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Lo que permite demostrar que, aplicando al PCS X Tol, T1l y Tgl se obtienen PCS sin PC en comun
con X; aplicando Tal, Ta4l, Tel y Tal, se obtienen PCS con un PC en comun; aplicando Tsl, Tsl, T7l, y
Tol, se obtienen PCS con dos PC en comun vy, finalmente, aplicando Tel, se obtienen cuatro PC en
comun, es decir, el PCS es invariante por Tel. A continuacién, una tabla con las doce inversiones
transpuestas del PCS del ejemplo, en la que se marcan en negrita los PC invariantes.

{B,A8,7} TOI
{0,8,9,8}| TII
{10,A9}] T2
{2,1BA} T3l
{3,20B}| T4l
{4310y | TSI
(5421} | T6l
{6,532} | T7I
{7643} | T8l
{8,754} | Tl
{9,865 | TAI
{A9,76}| TBI
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Figura 9: invariantes que resultan de las 11 diferentes inversiones
transpuestas de{1, 2, 4, 5}. Los PC invariantes se marcan con blancas.

Con esta informacion, se pueden construir vectores de doce posiciones en donde se almacene la

informacién de los asi Ilamados por Rahn TICS (Tl common-tone structure, Rahn, 1980) para cada
SC.

Finalmente, debe observarse que la ausencia de PC invariantes como resultado de una operacion de
transposicion, o de inversion transpuesta es también significativa, por cuanto permite la disposicién
de un PCS en el total cromatico. La teoria de los PCS define a esta propiedad como la “ubicacion en

el complemento”16 porque, efectivamente, si el PCS que resulta de la operacion no tiene invariantes
con su origen, debe estar contenido en su complemento.

Tabla de las SC

Ahora que ya se han desarrollado las nociones basicas de la teoria atonal, podemos examinar la tabla
de todas las Clases de Conjuntos (SC) de PC (Grados cromaticos), tal como se publica en el trabajo
de Robert Morris (Morris, 1987). La tabla inicial que figura en el Apéndice | de (Forte, 1974), fue
posteriormente ampliada por John Rahn (Rahn, 1980). Las 224 SC son listadas en cada fila, con 7
tipos de datos para cada una de ellas en las respectivas columnas.

16 Complement mapping en inglés.
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Se presentan y explican a continuacién los tipos de datos para cada columna.

1 2 3 4 5 6 7
Name | prime form | M/MI | Z ICV Invariance Vector | CINT:1

1. Nombre: el nombre de la SC, con su nimero cardinal (cantidad de PC distintos) y ordinal
separados por un guion.

2. Laforma prima, o forma normal del PCS.

3. El nimero ordinal de una SC de igual nimero cardinal que se relaciona con esta SC por TnM
0 TaML. Por ejemplo, la tercera columna del 3-1 tiene el valor 9, lo que indica de si un PCS A
pertenece a la SC 3-1, entonces TnMI(A) = B y B pertenece a la SC 3-9.

4. Esta entrada indica si la SC tiene otra asociada por la relacion Z (ICV idéntico). Si la entrada
estd vacia, la SC no tiene la propiedad Z, si tiene un nimero, este corresponde al numero
ordinal del par Z de la SC.

5. EI'ICV o Vector de Clases Intervalicas. En este caso, el ICV tiene siete entradas (a diferencia
del indicado por Forte, 1974). La primera entrada contiene el nimero de clases intervalica de
tamafo “0” (y, por consiguiente, reproduce el nimero cardinal de la SC). Las siguientes seis
son las que ya se explicaron.

6. El Vector de Invariancia. Tiene ocho entradas. Las cuatro primeras indican respectivamente
la cantidad de invariancias totales que se obtienen cuando un PCS de esa SC es sometido a
Tn, ITn, TnM 0 TnMI, respectivamente. La primera de ellas siempre tiene un “1”, que indica
la obvia invariancia bajo To. Las cuatro siguientes entradas indican la cantidad de veces que
un PCS de esa SC puede ubicarse en su complemento (por consiguiente, “variancia total”)
cuando es sometido a Tn, ITn, ThM 0 TnMI, respectivamente. Dividiendo 24 por la suma de
las dos primeras entradas, se obtiene la cantidad de PCS distintos de esa SC que se pueden
obtener. Por ejemplo, el Vector de Invariancia de la SC 3-12 es <33339999> vy la cantidad de
PCS distintos de la SC 3-12 posibles es 24 / (3 + 3) = 4. El grado de simetria de una SC se
calcula sumando los valores de las cuatro primeras entradas.

7. CINTzes el “vector ciclico de intervalos adyacentes”, segin se define en (Chrisman, 1977).
Este consiste en los enteros resultantes de la diferencia absoluta (mddulo 12) entre los PC
adyacentes de la forma prima de un PCS. Por ejemplo, la forma prima del PCS 3-1 es {0, 1,
2}y su CINTzes: (0-1), (1-2), (2-12) =<1, 1, 10> =<1, 1, A>. La cantidad de posiciones de
un CINT1 es igual al nimero cardinal del PCS al que pertenece. Como se demuestra en el
trabajo citado, los CINT1 son Utiles para determinar ciertas propiedades estructurales de las
SC, como ser su invariancia bajo Tn o Tal.
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Relaciones de Similitud entre SC y PCS

Como es ldgico suponer, las relaciones de equivalencia por transposicion/inversion y las de inclusién
no son suficientes para explicar la combinacion de PCS en una composicion musical, y confinar los
recursos de una obra a estas relaciones produce, generalmente, resultados limitados. Por ello, los
tedricos dedicados a la musica atonal han desarrollado diversas maneras de medir y utilizar las
variadas similitudes que pueden existir entre SC y PCS.

En principio, debe trazarse claramente la distincion entre similitudes estructurales, que son propias
de las SC y existen en abstracto, y aquellas relaciones propias de los PCS que, si bien posibilitadas
por su estructura, son puestas de manifiesto en una version especifica (Tn, 1Tn) de los PCS y su
distribucion. En este ultimo sentido, la similitud “percibida” entre dos PCS que estructuralmente son
poco parecidos puede ser tan o0 mas fuerte que la similitud percibida entre otros dos que son muy
similares estructuralmente, si se destacan especialmente los escasos rasgos de similitud en los
primeros a la vez que se destacan los rasgos estructurales distintivos en estos Ultimos en un contexto
musical determinado. Sin embargo es mas l6gico, por supuesto, trabajar con los rasgos estructurales
para luego ponerlos de manifiesto por medio de otras organizaciones.

Forte (Forte, 1974), establece cuatro tipo de relaciones de similitud entre las SC de igual nimero
cardinal. La primera se refiere a los subconjuntos en comun, mientras que las otras tres se relacionan
conel ICV:

1 - Larelacion Rp: es la que se produce cuando las SC comparadas tienen, al menos, un sub-conjunto
de cardinal n-1 (siendo n el cardinal de las SC comparadas) de la misma SC. La relacion puede
manifestarse fuertemente (cuando el subconjunto en comin mantiene, ademas, los mismos PC, o sea
es la interseccidn entre los dos PCS) o débilmente (cuando el subconjunto en comin no esta formado
por PC comunes). Por ejemplo:

a) 4-715 {0,1,4,6}
Subconjuntos de n - 1 (cardinal 3) de {0, 1, 4, 6}
3-3{0,1,4} 3-5{0,1,6} 3-7{1,4,6} 3-8{0,4,6}

4-729{1, 0, A, 6}
Subconjuntos de n - 1 (cardinal 3) de {1, 0, A, 6}
3-2{0,1, A} 3-5{0,1,6} 3-8{0,A, 6} 3-11{1, A, 6}

Subconjuntos de SC iguales entre {0, 1, 4, 6} y {1, 0, A, 6}:
3-5{0,1,6} 3-8{0, 4,6}
3-5{0,1,6} 3-8{0, A, 6}

3-5 {0, 1, 6} subconjunto con PC en comun (invariante)
b) 4-715{0, 1, 4, 6}

Subconjuntos de n — 1 (cardinal 3) de {0, 1, 4, 6}

3-3{0,1,4} 3-5{0,1,6} 3-7{1,4,6} 3-8{0,4,6}

4-729 {A,9,7, 3}

Subconjuntos de n — 1 (cardinal 3) de {A, 9, 7, 3}
3-2{A 9,7} 3-5{A,9,3} 3-8{9,7,3} 3-11{A, 7,3}
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Subconjuntos de SC iguales entre {0, 1, 4, 6} y {1, 0, A, 6}:
3-5{0,1,6} 3-8{0, 4,6}
3-5{A,9, 3} 3-8{9,7,3}

Las SC 4-Z15 y 4-Z29 poseen dos subconjuntos de la misma SC en comdn: el 3-5 y el 3-8. Estéan,
entonces, en relacion Rp. En el ejemplo a) la relacion se manifiesta fuertemente, porque los dos PCS
que se eligen para comparar mantienen un subconjunto en comdn de cardinal n - 1 {0, 1, 6},
perteneciente a la SC 3-5, pero en el ejemplo b) la relacion se manifiesta débilmente, o de manera
abstracta, porque ambos PCS no tienen PC en comun.

2 - La relacion Ro: en realidad esta relacion designa maximo contraste, dado que se cumple cuando
no existe una sola entrada coincidente en los ICV de las SC que se comparan. Cuanto mas bajo es el
numero cardinal, mas significativa resulta. Por ejemplo:

SC4-z15  ICV[111111]
SC 4-9 ICV [200022]

Los ICV de las SC 4-Z15 y 4-9 no tienen ninguna entrada igual.

3 - La relacién R2: como ya se menciono, no existen SC de cardinal mayor que 3 que posean 5
entradas de su ICV idénticas. Por lo tanto, la mayor coincidencia que puede encontrarse, es de
cuatro entradas. Por ejemplo (las entradas iguales estan subrayadas):

SC 4-8 ICV [200121]
SC 4-9 ICV [200022]

4 - Larelacion Ru: esta relacién es como la anterior, pero agrega que las dos entradas no coincidentes
tienen valores que estan intercambiados. Por ejemplo (las entradas iguales estan subrayadas, las
intercambiadas, se destacan con negrita):

SC 4-2 ICV [221100]
SC 4-3 ICV [212100]

Debe mencionarse que las cuatro relaciones ya tratadas requieren especiales refinamientos y
consideraciones para su aplicacion en el analisis y composicion. Entre estos refinamientos se cuentan
la combinacion de ellas (que aumenta la relacion de similitud, cuando ninguna es Ro), la posibilidad
de realizar “grupos transitivos”(en los que una relacion se mantiene para todas las SC que integran el
grupo) y la singularidad de la relacién para las SC de un determinado nimero cardinal.

Como ejemplo de la combinacion de relaciones se exponen, en la tabla siguiente, las relaciones
combinadas que surgen a partir de comparar la SC 4-20 con todas las deméas SC de cardinal 4. Las
SC que aparecen en la primera columna estan en relacion Rp con la SC 4-20, pero si se observan las
columnas siguientes, s6lo aquellas marcadas con asterisco estan, ademas, en las relaciones que indica
el comienzo de cada columna.
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Nombre
4-4
4-5
4-7
4-8

4-11
4-14
4-16
4-17
4-18
4-19
4-22
4-26
4-27
4-29

-
o

rojrijrz

K| k| k| k| k| b K| k| | ¥| k| X[ X| *
*

Es posible tambien extender el concepto de la relacién Rp a subconjuntos de una cardinalidad distinta
de la de las SC que se comparan menos 1, y aun a todas ellas.

Robert Morris (Morris, 1980) propone una medida de la similitud estructural de SC a partir de sus
ICV que llama indice de Similitud17. El indice de Similitud (abreviado como SIM en el trabajo de
Morris) tiene la ventaja de que, a diferencia de las relaciones propuestas por Forte (Forte, 1974), se
puede aplicar a SC de distinta cardinalidad. La formalizacién es como sigue:

Sean Ay B dos SCyaybsusdosICV.
6
SIM (A, B) = >"|a[n] —b[n] (6)
n=1

Si SIM(A, B) = 0, entonces se trata de la misma SC o de SC en relacién Z. EI minimo valor para SIM
es equivalente a [#V(A) - #V(B)| (maxima similitud) y el maximo #V(A) + #V(B) (minima similitud),
en donde #V(A) es la suma de todas las entradas del ICV de la SC de Ais. Morris, desarrolla ocho
propiedades de esta relacion que imponen refinamientos y restricciones para su consideracion. Por
ejemplo:

A
B

SC 5-717 ICV [212320]
SC 6-20 ICV [303630]

SIM(A,B) 2-3[+[1-0]+[2-3|+|3-6|+[2-3] +[0-0]
1+ 1+ 1+ 3+ 1+ 0

7

17 Similarity Index, véase Morris, 1980
18 Existe, también, una manera propuesta por Morris para “normalizar” los valores méximos y minimos de manera tal de
que sean independientes de la cardinalidad de las SC que se comparan. Tal funcién se llama ASIM.
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Y los maximos y minimos valores posibles para SIM(A, B), en este caso son:

MAX =10+15=15 (Minima similitud)
MIN = |10-15|= 5 (Méxima similitud)

Eric Isaacson (Isaacson, 1990) realiza un andlisis de las diversas funciones de similitud propuestas
por Forte y Morris, ademas de otros autoresis y afirma que ninguna de ellas satisface completamente
las siguientes tres condiciones:

1. Proveer un valor distintivo para cada par de SC a comparar.

2. Ser utilizable para SC de cualquier cardinalidad.

3. Proveer un rango amplio de valores discretos.

En consecuencia, propone la funcion lcvSIM, que satisface las tres condiciones y se define de la
manera siguiente:

IcvSIM(X, Y) = o(ldV)  (7)
Donde el I1dV (vector de diferencias intervalicas) es:
IdV = [(y1- x1) (y2- x2) ... (Y6 - X6)]

XeYson ICVy orepresenta la funcion de desviacion estandar, que definida en términos del IdV es:

G:\/Z(Idvi —1dV)?

6

(8)

Donde IdVi es el iésimo término del IdV e 1dV es el promedio de los términos en el 1dV.

Ejemplo, usando las SC 6-35 y 8-28:

6-35I1CV=[0606 0 3]
8-28ICV=[448444]
ldV=[-4 2-8 2-4-1]

IdV = (-4+2-8+2-4-1)/6~-2.16666....
oV (((-4-2.167)2+ (2-2.167)2+ (-8 - 2.167) 2 + (2 - 2.167) 2 +
+(-4-2.167)2+ (-1-2.167)2) / 6)os ¥ 3.5785

Al usar esta funciéon, el maximo valor posible para la comparacion de cualquier SC es
aproximadamentezo de 3.58. Este valor maximo indica minima similitud posible y surge, en este caso,
de la comparacion IcvSIM de los ICV de las SC 6-35 y 8-28. Se observa, también, que esta funcion
permite obtener valores cero (maxima similitud) para SC de distinta cardinalidad, como ocurre si se

19 Teitelbaum, Lewin, Rahny Lord.
20 El nimero exacto dependerd, por supuesto, de la cantidad de decimales usados en el calculo, pero el autor no usa mas
que tres de ellos.
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la aplica a la comparacion de los ICV de las SC 3-10 y 6-30. A posteriori, Isaacson desarrollé cuatro
tipos de similitudes més, que surgen de distintos escalamientos de la misma funcion propuesta.

Para graficar de manera concisa las similitudes que existen entre un grupo de SC o de PCS a partir de

las relaciones de similitud ya explicadas, es usual construir matrices. Por ejemplo, usando las SC 3-
12, 4-19, 4-28'y 6-33 y el criterio IcvSIM (Isaacson, 1990).

4-19 0.5

4-28 214 2.00

6-33 183 1.71 2.06

3-12 4-19 4-28

Para encontrar el IcvSIM entre dos de las 4 SC comparadas, se busca la interseccion de la fila de una
con la columna de otra o viceversa. Por ejemplo, el IcvSIM entre 4-28 y y 4-19 es de 2.00 y se
encuentra en la interseccion de la fila (2) y la columna (1).
Otro enfoque de interés que involucra las relaciones de similitud entre SC consiste en la ponderacion
de determinadas cualidades aurales implicitas en la estructura de un PCS, como su tendencia hacia la
consonancia o hacia la disonancia. Seria posible establecer, entonces, determinadas sucesiones de
PCS desde o0 hacia regiones méas consonantes o disonantes en una composicion musical (Cetta, 2003).
Complejos de sets: Relaciones K/Kh.
Allen Forte (Forte, 1974) desarrolla por primera vez el concepto de Complejos de Sets. Los Complejos
de Sets de Forte agrupan a SC en base a relaciones de inclusion y complementariedad. Forte define

dos tipos de relaciones, que se denominan K y Kh.

La relacion K se define como sigue:

Definicion preliminar: dado un PCS X, su complemento se designa como X
Dados dos PCS, Sy T, se dice que estan en relacion K si:

S>=T|S>=T

Que significa: si la SC de S contiene o esta contenida (< ) en la SC de T o en la de su complemento
(indicado como T )21.

S e K(T)

21 Enrealidad, la literatura original al respecto (Forte, 1974) se refiere a PCS y no a sus SC. Aqui se considera que es mas
apropiado designar la relacion abstracta de inclusion de las SC, dado que no es necesario que los PCS en cuestion estén
en la relacion de inclusién, sino sus SC den lugar a que estén incluidos. Por consiguiente, se trata de relaciones entre SC
y no entre PCS. Sin embargo, otros autores (Morris, 1987, pp 98-103) prefieren designar dos tipos de relaciones que
denominan abstractas (entre SC) y literales (entre PCS).
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Significa entonces que S es un miembro del complejo acerca de K.
Existen dos condiciones preliminares para que esta relacién se considere valida:

1. Los numeros cardinales de Sy T no deben ser menores que 3 ni mayores que 9.
2. El ntmero cardinal de S debe ser diferente del de Ty diferente del de T . Se excluyen asf las

relaciones K de PCS de cardinalidad 6 entre ellos.
Ejemplos:
7-3/5-3 € K(8-18, 4-18) si 7-3 OC 8-18| 7-3 2 4-18
Significa: 4-8 pertenece al complejo K acerca de 5/8.

Para comprobar si esto es asi, primero vemos si se cumple la condicion de que 7-3 contenga o esté
contenido en 8-18:

7-3 DC 818 (?)

Como puede comprobarse al examinar las SC de los ocho subconjuntos de cardinal 7 que estan
incluidos en 8-18, la SC 7-3 no esta contenida en, ni puede contener a 8-18.

SC de cardinal 7 contenidas en 8-18:
7-16 7-Z18 7-19 7-22 7-31 7-32 7-Z36 7-Z38
Se debe intentar comprobar, entonces, si la segunda condicion se cumple:
7-3 OC 4-18 (?)
La lista de SC de cardinal 4 incluidas en 7-3 es la siguiente:
SC de cardinal 4 contenidas en 7-3:

4-1(3)  4-2(4)  4-3(2)  4-4(3)  45(2)  4-6(1)  4-7(L)
4-10(1) 4-11(2) 4-12(1)  4-13(1)  4-14(2) 4-17(1)  4-18(1)
4-19(3)  4-20(1) 4-22(1)  4-24(1) 4-26(1) 4-27(1) 4-29(2)

Puede verse en esta lista que es posible encontrar al menos un PCS de la SC 4-18 (subrayado en la
fila 2, columna 7 de la tabla) incluido en un PCS de la SC 7-3. De manera similar, puede comprobarse
que es posible encontrar al menos un PCS de la SC 5-3 incluido en un PCS de la SC 8-18.

Por lo tanto, 7-3/5-3 € K(8-18, 4-18).
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El mismo ejemplo se ilustra ahora con dos PCS pertenecientes a las SC mencionadas.
8-18{0,1,2,3,5,6,8,9} y 7-3 {0,1,2,3,4,5,8}

4-18{1, 2, 5, 8} estaincluidoen 7-3{0, 1, 2, 3,4,5, 8}
5-3{1, 2, 3, 5, 6} esta incluido en 8-18{0, 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9}

En estos ejemplos se ha tomado la asi llamada inclusion literalz2, pero esto no es rigurosamente
necesario para que la relacion se cumpla.

4-18{1,2,5,8}

BN

X%
[YEE
L RN

N

8-18 {0,1,2,3,5,6,8,9)

E NN
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5-311,2,3,5,6
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ﬁn—i—iﬁzﬁj:tl 4-18{1,2,5,8}
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7-3{0,1,2,3,4,5,8}
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[ 108

1 )
%“Qjﬁ'dw 5-3{0,13,4,5}

Figura 10: ilustracién de la relacién 7-3/5-3 € K(8-18, 4-18) entre
8-18{0,1,2,3,5,6,8,9}y 7-3{0,1, 2, 3,4, 5, 8}.

En resumen y, como ya se ha demostrado que toda SC de cardinal mayor a su SC complementaria

contiene al menos una vez a un PCS que pertenece a la SC de esta Gltima, se cumplen a través de la
relacion K, cuatro relaciones de inclusion de SC en el ejemplo anterior:

4-18
5-3
4-18
5-3

22 Se refiere a la inclusidn de los pc, que presupone a la de la SC a la que pertenecen, pero no asi al revés. Véase la nota

anterior.

(-

c
(-
(=

8-18
7-3
7-3
8-18
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Sin embargo, también se demostré que:

7-3 <4 818
Ademas se observa que, en muchos casos, la relacién K produce complejos de un gran tamafio, lo
que hace dudar de su significacion: Sobre todo en los que involucran a las SC de cardinalidad 3. Por
ejemplo K(3-1) incluye a 94 SC. Por ello, Forte disefio tambien la llamada relacion Kh, que se define
como sigue:

S/S e Kh(T,T)

Que significa que S y su complemento pertenecen al subcomplejo Kh de T y su complemento.

Esta relacion se cumple si:

SocT&&SDCT

La relacion Kh se diferencia de la K por el signo && (el “y” 16gico) que reemplaza al || (el “0” 16gico)
en esta ultima. Esto es lo que se denomina la relacidn reciproca de complementos. Por ejemplo, para
gue se cumpla la relacion Kh entre 3-1 / 9-1 y 8-1 / 4-1, las siguientes condiciones deben ser
verdaderas:

3-1 - 8-1

3-1 - 4-1

8-1 - 9-1

41 < 91
Y, como también:

3-1 - 9-1

41 < 81

La relacion Kh involucra seis relaciones de inclusion.
En el caso del ejemplo anterior se cumple que:
3-1/9-1eKh(4-1,8-1)
Al set de la SC 4-1 se lo denomina Set Nexo.
Por medio de las relaciones Kh, Forte construye Complejos de Conjuntos que son grupos de SC

relacionadas por esta relacion que se ordena en torno al set nexo. Por ejemplo, si se usa como set
nexo a la SC 4-7, surge el complejo Kh con los miembros que se listan a continuacion.
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Set Nexo: 4-7
Miembros del complejo Kh en torno a 4-7:

3-3,3-4
5-3, 5-6, 5-718, 5-21
6-1, 6-5, 6-14, 6-15, 6-16, 6-219/6-244, 6-20, 6-31

En el Apéndice Il de este libro se pueden encontrar los Complejos Kh para cada SC de cardinal 4, 5
y 6. La SC de cada set nexo aparece encabezando la lista y, luego de esta, aparecen las SC que
pertenecen al complejo Kh para cada numero cardinal. EI nimero entre paréntesis indica la cantidad
de SC que integran el Complejo Kh (los miembros del complejo). Por ejemplo, la siguiente lista,
extraida del Apéndice II:

6-9 (30)

3.12345678911

4. 12456101114 1516 21 22 23 29
5. 2591423 24

Muestra las 30 SC que integran el Complejo Kh en torno a la SC 6-9. De estas, hay 10 de cardinal 3
(3-1, 3-2, 3-3, 3-4, 3-5, 3-6, 3-7, 3-8, 3-9y 3-11), 14 de cardinal 4 (4-1, 4-2, 4-4, 4-5, 4-6, 4-10, 4-11,
4-14, 4-15, 4-16, 4-21, 4-22, 4-23 y 4-29) y 6 de cardinal 5 (5-2, 5-5, 5-9, 5-14, 5-23 'y 5-24).

Particiones de los PCS

Se ha mencionado al comienzo de este capitulo que los PCS se consideran no-ordenados en el sentido
en que cualquier permutacién de sus PC produce el mismo PCS. Sin embargo, es evidente que en la
masica se presentan con un orden determinado y que este tiene relevancia estructural para una
composicion.

Las diferentes posibilidades de distribucion de un PCS son propias de la SC a la que pertenece y
permiten poner de manifiesto o no determinadas caracteristicas intervalicas y de los subconjuntos que
posee.

Una de las formas de tratar el potencial de distribucion de los PC de un PCS se denomina Particion
Binaria. Esta consiste en obtener todas las posibilidades de ordenamiento de los sub-conjuntos de un
PCS de manera complementaria. Es decir, cada particion debera estar integrada por dos PCS, siendo
la suma de sus numeros cardinales igual al numero cardinal del PCS que se desea particionar y sin
ningun PC repetido entre cada uno de ellos. Un PCS de cardinal 5 se puede particionar en dos PCS
de cardinal 4 y 1 0 en dos PCS de cardinal 3y 2. Un PCS de cardinal 4 se puede particionar en dos
PCS de cardinal 3y 1 0 en dos PCS de cardinal 2. Y asi sucesivamente. Por ejemplo, los cuatro PC
del PCS {0, 1, 4, 6}, de la SC 4-Z15, se pueden particionar de las maneras siguientes:
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Particiones binarias del PCS {0, 1, 4, 6}
SC 3-3{0,1,4} SC 1-1{6}

SC 3-5{0,1,6} SC 1-1{4}

SC 3-8{0,4,6} SC 1-1{1}

SC 3-7{1,4,6} SC 1-1{0}

SC 2-1{0,1} SC 2-2{4,6}

SC 2-4{0,4} SC 2-5{1,6}

SC 2-4{0,4} SC 2-3{1,4}

Obsérvese que en este caso, mientras el orden de los PC dentro de cada PCS de cada una de las
particiones es irrelevante, no lo es a los efectos de realizar la particion y que, ademas, el orden de los
PCS integrantes de cada particion es también indistinto, por lo que en el listado se suprimen las
repeticiones. Quiere decir que la particion:

SC3-7{1, 4,6} SC 1-1 {0}
Es equivalente, en este nivel de tratamiento, a:

SC 1-1{0}  SC3-7{1,4,6}

Y también a todas estas:

sC 1-1{0} SC 3-7{1,6,4}
sc 1-1{0} SC 3-7{6,4,1}
scC 1-1{0} SC 3-7{6,1,4}
scC 1-1{0} SC 3-7{4,1,6}
sc 1-1{0} SC 3-7{4,6,1}

Las particiones binarias permiten, por ejemplo, distribuir los subconjuntos de un PCS en el total
cromatico. Esto es especialmente Util en la construccion de series dodecafdnicas organizadas en
hexacordios. TOmense, por ejemplo, todas las particiones binarias de PCS de cardinal 3 del PCS {0,
1, 4,5, 8, 9}, perteneciente a la SC 6-20:

SC3-3 £0,1,4} SC3-3 {5,8,9}
SC3-4 {0,1,5} SC3-4 {4,8,9}
SC3-4 £0,1,8} SC3-4 {4,5,9}
SC3-3 £0,1,9} SC3-3 {458}
SC3-4 {0,4,5} SC3-4 {1,8,9}
sc3-12  {0,4,8} sc3-12  {1,59}
sc3-11  {0,4,9} sC3-11  {1,58}
sc3-11 {058} sc3-11  {1,49
sc3-11 {059} sc3-11  {1,4,8}

Como puede observarse, SC 6-20 tiene una propiedad muy especial que consiste en que sus
particiones binarias repiten todas la misma SC. De esta manera, es evidente que se pueden distribuir
en el total cromético de forma sucesiva PCS de las SC 3-3, 3-4, 3-11 o0 3-12. Por ejemplo, tomando
la particién que esta en primer lugar:
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SC3-34{0,1,4y SC3-3{5,8,9}
Y la que surge de su complemento literal:

SC3-3{2,3,6} SC3-3{7,A B}
Obtenemos los cuatro tricordios:

{0, 1,4} {5, 8,9} {2, 3, 6}{7, A, B}
Que pertenecen a la SC 3-3 y cubren el total cromatico. Si los alternamos en sucesion sin repetir
ninguno de ellos, logramos tanto la distribucion de un PCS en el total cromatico o, lo que es lo mismo,
una serie dodecafénica con una gran homogeneidad en su contenido intervalico.
De manera similar, usando PCS de cardinal 4, tomemos uno perteneciente a la SC 4-9:

SC 4-9{0,1,6,7}
Y su complemento literal:

SC 8-9{2,3,4,5,8,9, A, B}
El problema de distribuir este PCS en el total cromatico se reduce a encontrar una particion binaria
de su complemento literal, tal que cada uno de los dos PCS integrantes de la particion pertenezcan
ambos a la SC 4-9. Y, efectivamente, la particion siguiente:

SC 4-9 {4,5, A, B} SC 4-9 {2,3,8, 9}

Cumple con las condiciones deseadas y genera junto con el PCS 4-9 anterior, los siguientes tres PCS
pertenecientes a la SC 4-9 que no tienen PC en comun:

{0, 1,6, 7} {4,5 A,B}{2, 3,8, 9}

La distribucion interna de los PC de cada PCS sigue, en los dos ejemplos, el mismo esquema y, por
lo tanto, no es muy interesante desde un punto de vista musical. Pero como el orden de los PC puede
alterarse dentro de cada PCS, se pueden encontrar muchas permutaciones que produzcan resultados
utiles.

™o
|

¢

[y = bS]

b O

1 6 7 4 5 10 11 2 3 8 9

Figura 11: Notacién musical de la distribucion de la SC 4-9 en el total
cromatico.

En el capitulo siguiente se veran otras aplicaciones de las particiones binarias para la construccion de
cadenas de PCS.
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Capitulo Il - Matrices combinatorias

Matrices combinatorias

En la composicion de un pasaje monadico, la utilizacion lineal de una serie garantiza la distribucion
de los doce grados con igual frecuencia. Decimos, en este caso, que el pasaje melddico asi escrito
exhibe una saturacion cromatica total.

Pero qué sucede cuando combinamos dos o mas series o formas seriales en una textura
contrapuntistica. La superposicion de los modos lleva, en la mayoria de los casos, a la repeticion de
grados del mismo nombre, y por lo tanto, a una disminucion de la variedad cromatica, o a la
insistencia sobre una altura que se destaca sobre el resto y conforma un eje de recurrencia.

Analizando este problema, surge casi de inmediato que la superposicion de una forma serial y su
retrogradacion representa una posible solucion. La combinacion del primer hexacordio de la serie con
el primer hexacordio de la retrogradacion conforman el total cromatico, y lo mismo ocurre al
considerar los hexacordios restantes.

01932B | A46587 voz 1: original
78564A | B23910 voz 2: retrogradacion

Arnold Schoénberg reconoce la dificultad técnica que presenta la escritura basada en la combinacion
simultanea de formas seriales, y plantea una posible solucién al problema, que expresa del siguiente
modo:

“De la serie basica se derivan automaticamente tres series adicionales: 1) la inversion; 2) la
retrogradacion; 3) la inversion retrograda... Posteriormente, en especial en obras de mayor
amplitud, cambié mi idea original cuando fue necesario, con el fin de observar las siguientes
condiciones: la inversion de las primeras seis notas a una quinta inferior, el antecedente, no
produciria la repeticion de ninguna de ellas, sino que introduciria las otras seis notas de la escala
cromatica que hasta el momento no se habian incluido. De este modo, el consecuente de la serie
basica —sonidos 7 al 12- comprende las notas de esta inversion, pero en distinto orden, claro esta.”23

En sus Piezas para Piano op 33a (1928-29) el material de alturas se limita a una serie dodecafonica
original y cinco transformaciones, mas las retrogradacion de cada uno de esos modos. La relacion
que se produce entre ellas se resume en el cuadro siguiente (la inversion esta calculada tomando a la
primera nota de la serie como eje):

3|17|8 To
Al6]|5|B|9 Tl

A
318]1

(&)
o
u9)
©
o
=
N
N

N
o
~
o

23 Arnold Schonberg. “El estilo y la idea”. Editorial Taurus. 1963. pp 142-188.
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Se observa claramente el principio de combinatoriedad. El primer hexacordio de la serie original
aparece en el segundo hexacordio de la transformacion (en otro orden), y viceversa. La superposicion
de ambos modos no da lugar a la repeticion de grados, hasta que el total cromatico se completa.

Lo mismo ocurre con:

5/0]7]6|4[|1]|8]A|2|3]|9]|B T
Al3[8|9|B|2|7|5]|1]|0|6]|4 Tol
0|7]2|1|B|8|3|5|9|/A 4|6 T2
5S|/A|3]4]6]9]2]|0|8|7]1|B T

Posteriormente, Milton Babbitt explora en profundidad los alcances de la combinatoriedad y la
invariancia entre formas seriales. Ya en su obra Tres Composiciones para Piano (1947-48),
considerada por algunos autores como la primera obra del serialismo integral, recurre a estos
principios a partir de la utilizacion de las siguientes formas:

Al3|/5/2|0(1(7|/B|6[9|8]|4 To
419/B|{8|6|7|1|5[0|3|2|A| Ts(combinatoria)
B|6|4|7|9(8|2|A|3[0|1|5]| T:l(combinatoria)
5/0/A|1]3|2|8(4|9|6|7|B Tzl (invariante)

De acuerdo a su propia clasificacion se trata de una serie pancombinatoria (presenta tanto
combinatoriedad como invariancia) en la cual cada hexacordio esta formado por un PCS 6-8. Los
conjuntos que producen series con estas propiedades son 6-1, 6-7, 6-8, 6-20, 6-32 y 6 35.

MATRICES COMBINATORIAS SERIALES

Resulta, entonces, util para la composicion la superposicion de formas seriales distintas, con el
propdsito de establecer una polifonia en la cual la variedad cromaética sea maxima, no sélo en la
linealidad de cada una de las voces que integran el contrapunto, sino también verticalmente.
Siguiendo este criterio, podemos disponer formas seriales en cada una de las filas de una matriz
cuadrada, de manera fragmentada, de modo tal que en cada una de las columnas aparezca también el
total cromatico.

0143 | 92A8 | 57B6
A59B | 8627 1034
3476 051B | 8A29
1802 | B95A | 4367

En el ejemplo anterior, la primera fila contiene la serie original, la transformacion utilizada en la
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segunda fila es T4l de la retrogradacion, en la tercera es Ts del original, y en la cuarta es Tl de la
retrogradacion. Se observa que cada columna de la matriz alberga a los doce sonidos, con lo cual se
garantiza una distribuciéon estadisticamente uniforme de cada grado. A esta disposicion de
transformaciones de la serie en filas, que cumple con la caracteristica antes mencionada en sus
columnas, la denominamos matriz combinatoria serial.

A fin de establecer una metodologia para la construccién de matrices combinatorias a partir de series
dodecaf6nicas vamos a comenzar con una matriz cuadrada de 2 x 2 (dos filas y dos columnas).
Hacemos referencia a una posicion cualquiera de la matriz mediante la notacion Pij. El subindice i
especifica el nimero de fila, y j la columna.

P11 | P12
P21 | P2-2

Si distribuimos la serie original en la primera fila, en dos partes iguales o desiguales en cada posicion,
obtenemos un conjunto de grados cromaticos en P1-1, y su complemento en Pi-2. Para que las columnas
completen el total cromaético es preciso que el contenido de P2-1 también sea el complemento de P1-1,
y que P2-2 tenga los mismos elementos que Pi-1, pues P1-2 es también complemento de P2-2. Resulta
entonces obvio y necesario recurrir al concepto de invariancia. La serie de la segunda fila es una
transformacion de la primera, mediante la cual ambas particiones resultan invariantes. En el ejemplo
siguiente tal propiedad se obtiene aplicando el operador T2l a la retrogradacién de la primera fila.
Los grados que resultan son los mismos, pero en distinto orden. Si la transformacion se aplicara al
original, y no a la retrogradacion, obtendriamos simplemente otra serie invariante, y no la
combinatoriedad entre ambas. Recordemos que estamos trabajando con sucesiones ordenadas,
transformadas a partir de operaciones basicas (transposicidn, inversion, multiplicacion y
retrogradacion), donde el tipo de conjuntos de grados cromaticos que las componen son de
importancia, aun cuando en ellos las permutaciones resultan ser redundantes.

0172 A9B48536
8B96A354 | 0712

Ciclos de orden n
Denominamos ciclo de grados cromaticos de orden n, a partir de un grado cualquiera a, a la sucesion
numérica que surge de aplicar a + n, a + 2n, a + 3n, ciclicamente hasta alcanzar el punto de partida.
La escala por tonos, por ejemplo, es un ciclo de orden 2.

{1,3,5,7,9,B}06 {0, 2,4,6, 8, A}
Del mismo modo, un ciclo de orden 3 da por resultado un acorde de séptima disminuida, un ciclo de

orden 4 da un acorde aumentado, uno de orden 6 da un intervalo de cuarta aumentada, y los de orden
1y 5 dan el total cromatico.
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En una serie dodecafonica es posible determinar los miembros de un ciclo de orden n aplicando la
operacion modulo n (el modulo, en este contexto, es el resto de la division de un grado por n). Sin =
2, entonces A : 2 =5, y el resto es igual a 0. Veamos esta propiedad aplicada a la escala cromatica.

0[1]2]3|4]5]6]7|8|9]A|B
maodulo 2 (el resto de dividir por 2)
o[1]of1]of1]o]1]0]1]0]1

Aplicando modulo 2 diferenciamos a las dos escalas por tonos del total cromatico, una identificada
con ceros, Yy la otra con unos.

Con mddulo 3 podemos visualizar rapidamente los tres ciclos (acordes de séptima disminuida)
presentes en la escala.

0[1]2]3|4]5]6]7|8|9]|A|B
modulo 3
ol1]2]o]1]2]of1]2]0f1]2

Existen solo dos ciclos de orden 2, tres de orden 3, cuatros de orden 4, y seis de orden 6.

Todos los ciclos de orden n son invariantes por Tk.n (siendo k cualquier nimero entero) y se verifica,
ademas, que los de orden 2 son invariantes por |, los de orden 3 invariantes por IM, los de orden
cuatro invariantes por M, y los de orden 6 invariantes por IM.

Para realizar el siguiente ejemplo partimos de una serie y generamos dos nuevas filas a partir de un
ciclo de orden 4.

01172 ]|A|9/B[4[8|5[3|6] To
4/5/B[6|2[1|3|8|0|9|7|A] T
8|/9|3|A|6[5|7]|0]|4|1[B|2] Ts

Posteriormente, obtenemos invariancia en las columnas luego de aplicar una transformacion M, ya
que segln vimos antes, un ciclo de orden 4 es invariante frente a esa operacion. Este procedimiento
sirve de punto de partida para el disefio de matrices de cierto grado de complejidad.

O|5|B|A[2]9]7[8|4|1|3]|6] M)
81|76 |A|5]/3[4]0|9|B|2]| My
41913[2]6|1|B|0|8|5|7]|A]| M(Ty
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Ciertos ordenamientos del total cromatico admiten un nivel adicional de invariancia en las columnas,
relacionado con la retrogradacion. Si realizamos una operacion mddulo 2 a la serie empleada
anteriormente observamos lo siguiente:

0]1]7]|2]|A]9|B|4][8]5][3]6
modulo 2
oj1/1]ojof11]ofof1[1]0O

En esta serie en particular, los ceros y los unos que identifican a cada hexacordio hexatonal estan
dispuestos de forma simétrica. Las columnas permanecen invariantes al retrogradar las filas.

O|5/B/A|2|9|7]|8|4]1]|3]|6 To
2|7(1]0/4/B|9|A|6|3|5]|8 T2
419]13[2]6[1|B|0|8|5]|T7]A Ta
6/ B|[5[4|8|3]|1[2|A|7]9]0 Te
8|1|7|6|/A|5]|3[4]|0/9|B]|2 Ts
A|3]9|8|0]7|5]6|2|B|1]|4 Ta
6/13[1[4|8]7]9|2|A|B|5]0 R(To)
8|5[3|6 /A9 B|4|0]|1]|7]|2 R(T2)
Al7/5/8|]0|/B|1[6|2]3|9|4 R(T4)
0|9|7]A|2|1|3|8|4]|5|B|6 R(Ts)
2|/ B|9|0|4|3|5/A|6|7]|1]8 R(Ts)
411 |1B|2]6|5][7]0]8]9|3]|A R(TA)

Dado que se trata de filas generadas con un ciclo de orden 2, la invariancia se obtiene tanto con TnR
como con TnlR.

Construccion de matrices combinatorias seriales

Un modo simple de escribir una matriz a partir de un ciclo de orden 2 resulta de la agrupacion de dos
elementos de la serie por cada posicién. Las dimensiones de la matriz asi obtenida son seis filas por
seis columnas.

Para que el total cromatico aparezca tanto en el aspecto horizontal como en el vertical, es preciso que
la serie presente un elemento par y otro impar en cada posicion.

01 | 72 |A9 | B4 | 85| 36 To
23 |94 0B |16 | A7 | 58 T2
45 |B6| 21 38|09 |7A Ta
67 |18 | 43 |[5A 2B | 90 Te
89 |3A| 65|70 |41 | B2 Ts
AB |50 | 8792|6314 Ta
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Del mismo modo, una matriz de 4 x 4 con ciclo de orden 4, con tres elementos por posicion, se obtiene
de una serie en la cual cada grupo no contiene clases intervalicas de tercera menor ni de cuarta
aumentada.

042 | 513 | 79B | A86 To
375 | 846 | A02 | 1B9 Ts
6A8 | B79 | 135 | 420 Te
91B | 2A0 | 468 | 753 To

Y una matriz de 3 x 3 con ciclo de orden 4, se construye con tres conjuntos de cuatro notas que no
contengan terceras mayores.

065B | 7A41 | 3982 To
4A93 | B285 | 7106 Ta
8217 | 3609 | BS4A Ts

Pero ocurre, observando atentamente, que las matrices recién tratadas poseen un escaso valor musical.
El contenido de las filas surge de la mera transposicion de la serie original. Resulta necesario,
entonces, encontrar modos de transformacion que permitan obtener una mayor riquezay complejidad
en los resultados.

Podemos generar una matriz de 12 x 12 ubicando una serie en la primera fila y transportando la
misma, semitono a semitono, en las once filas restantes. Una matriz de este tipo comprende a todos
y a cada uno de los ciclos de orden n. Recordando cudles son los operadores que mantienen la
invariancia en las columnas de la matriz, es posible lograr variaciones que resulten de mayor interés.

En la matriz siguiente reemplazamos las transposiciones de las seis filas que corresponden a uno de
los ciclos de orden 2 por su inversidn. Se observa que en cada columna el total cromatico se mantiene,
pues el conjunto formado por un ciclo de orden 2 permanece invariante al aplicar esa transformacion.

011 |7][2|A|9|/B|4]|8|5[3]|6 To
BIA|4|/9]1]2|0[|7|3]6|8]5 I(T2)
213/9/4|/0|/B|1|[6|A|7]5]|8 T2
9/8|2|7|B|0O|A|5]1]4]|6]3 I(Ts)
415|/B|6[2|1[3[8|0]9]7]A Ta
7/6|/0|5]9]|A[8|3|B|2]4]1 I(Ts)
6|/7/1/8|4|3|5/A|2|B|9]|0 Te
5|4/A|3]|7|8]6|1]9]|]0]2]|B I(T7)
8/9|3|/A|6|5]7[0]4]|1|B|2 Ts
312|8]1]|5|/6[4|/B|7|A|0]9 I(To)
A/B|5|/0[8]|]7|9]2]|6]3|1]4 Ta
110]/6/B|[3|4]2|9|5]|8|A|7 I(Te)
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Y una nueva variacion puede lograrse afectando a dos ciclos de orden 4 con el operador M. El primero
sobre las tranposiciones T2, Te y TA, y el segundo sobre las inversiones I(T3), I(T7) e I(Ts).

0|1 7]2|/A|9|B|4|8|5]3]6 To
BIA|4/9]1]2|0[|7|3]6|8]5 I(T2)
Al3]9|8]0]7|5]6|2|B|1]|4 M(T2)
914/A/B|7]0]2[1|5[8]|6]|3 M(I(T3))
415/B|6[2|1[3[8|0]9]7]A Ta
716/ 0[|5|9]|]A|8|3|B|2]4]|1 I(Ts)
2|7/1]0]/4/B|9|A|6]3|5]|8 M(Te)
118/2|3|B|4|[6|5[9|0|A]|7 M(I(T7) )
8|9|3|A|6|5][7|0]4]1|B]|?2 Ts
3/12|8|1|5|/6]4|B]|7/A[0]9 I(Te)
6|B|5]/4|8|3[1|2]|A|7]9]0 M(T»)
5|0|6|7|3|8|]A|9|1]|4]2|B M(I(Ts) )

Otro modo de construir matrices resulta de aplicar al total cromatico cierto tipo de transformacion
que produzca ciclos cerrados, y utilizar el material asi obtenido en la construccion de la matriz. La
siguiente tabla representa a los grados de la escala y la transformacion que experimentan al utilizar el
operador TsM.

3(811|/6|B|4]|9(|2|7]0(5 A TsM

Partiendo de 0, por ejemplo, obtengo el 3 por T3M, ahora el 3 de la primera fila se convierte a su vez
en 6 por T3M, y asi siguiendo hasta volver al principio en un ciclo cerrado:

—> 0 —>»3 —>»6 —>9 —

(2)

Tomando otro grado no presente en el ciclo anterior realizamos la misma rutina:

—> 1 —>8 7 —>»2 —

(b)

Y por ultimo:

—> 4 —»B—>A—>5—

©

Disponemos ahora de los elementos necesarios para construir la matriz. Para ello utilizaremos todas
las permutaciones circulares de los ciclos, ubicando una por columna. Como cada ciclo posee 4
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grados, obtendremos una matriz de 4 x 4. El resultado es més interesante si la serie a utilizar, ubicada
en la primera fila, presenta sonidos pertenecientes a ciclos distintos en cada columna.

abc cab bca

cha

01B | A68 | 243

579

38A | 597 | 1B6

420

675 | 402 | 8A9

B13

924 | B31 | 750

A86

En algunos casos, la cantidad de términos de los ciclos es distinta. Esto sucede, por ejemplo, al utilizar

el operador T2MI.

Lo cual produce los ciclos:

0(1/2|3 |4 6|78 A
2/9/4|/B|6|11|8|3|A 0
0-2-4-6-8-A 1-9-5

Ta2MI

3-B-7

En este caso, separamos el primer ciclo en dos partes, quedando un total de cuatro particiones:

0-2-4 b)6-8-A ¢)1-9-5

0 bien (siempre a 'y b obtenidos de forma circular)

aQJ8-A-0 b)2-4-6 ¢)1-9-5
o0 también
a)A-0-2 b)4-6-8 ¢)1-9-5
Una de las matrices posibles es la siguiente:
acdb cdba dcab
8172 | 9B60 | 35A4
A934 | 5782 | B106
05B6 | 13A4 | 7928
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Los operadores para la generacion de los ciclos que conforman una matriz pueden ser compuestos.
Esto significa que es posible crear un valor intermedio entre los términos de un ciclo, como en el
siguiente ejemplo:

2|/7/0/5/A|3|8|1|6|B|4 |9 T:M

Los ciclo asi obtenidos son:

)0-2-4-A-8-6 1-7-5
)2-0-6-8-A-4 d)3-5-7—

Que sirven a la generacion de una matriz como la del ejemplo siguiente:

ab dc cb da ab dc
01 |72 |A9 | B4 |85 |36
27 |10 | 4B |9A | 63 | 58
45 |B6 |21 |38 |09 | 7A
A3 |98 (07 |56 | 2B |14
89 |3A |65 |70 |41 B2
6B |54 |83 |12 | A7 |90

Combinacion de matrices seriales

Las matrices generadas a partir de la transformacion de una misma serie pueden combinarse para
formar matrices de mayores dimensiones, particularmente para producir matrices que posean un
namero impar de filas y columnas. A la matriz del ejemplo siguiente le vamos a agregar una fila y
una columna, disponiendo una transformacion de la serie en la nueva interseccion.

0172 A9B48536 To
8B96A354 | 0712 T2(I(R))
0172 A9B48536 To
8B96A354 0712 T2(I(R))
47526B10839A Ta(I(R))

Consideremos ahora dos matrices producidas a partir de la misma serie.
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0172

A9B4

8536

45B6

2138

097A

893A

6570

41B2

27104B

9A6538

8536A9

B40172

To
Ta
Ts

T2(M)
T2(M(R))

La combinacién entre ambas se realiza también creando nuevas filas y columnas.

0172 A9B4 8536

45B6 2138 097A

893A 6570 41B2
27104B 9A6538
8536A9 B40172

To
Ta
Ts
T2(M)
T2(M(R))

Es posible ahora modificar la distribucion de los componentes de la matriz de modo tal que no pierda
sus propiedades. Esta operacion la realizamos intercambiando elementos entre columnas adyacentes,
cuidando de no alterar el orden dispuesto para las filas, dado que se trata de conjuntos ordenados.

Vemos que los grados 1, 7 'y 2 de la primera fila, primera columna (P1-1), se encuentran repetidos en
la segunda columna (Ps-2), pero con un orden distinto (2, 7, 1). El intercambio de esos conjuntos

produce el siguiente resultado:

0 172 A9B4 8536
45B6 2138 097A
893A 6570 41B2
271 | 04B 9A6538
8536A9 B40172

To
Ta
Ts
T2(M)
T2(M(R))

Siguiendo este criterio, podemos intercambiar el grado 6 en P32 con su homénimo en Ps-s. ; el
conjunto A9 de P1-2 con su par en Ps-3 ; los elementos comunes B, 4 y 0 de las columnas 3 y 4 entre
si; y los elementos 8 y 5 de las columnas 4 y 5. Queda, entonces:

0 172A9 B485 36

45B6 2138 097A

893A | 6 57 0 41B2

271 | 04B 9A63 58
853 6A9B40 | 172

48

To
Ta
Ts
T2(M)
T2(M(R))



MATRICES COMBINATORIAS NO SERIALES

Las matrices no seriales presentan un mismo conjunto de grados cromaticos en todas sus filas y
columnas, o bien, uno para sus filas y otro, distinto al anterior, en todas sus columnas. A partir de
estas matrices se mantiene la coherencia intervalica, tanto en el aspecto horizontal como en el vertical.

Cuadrado Romano

La matriz combinatoria no serial mas simple, y a la vez mas elemental en términos musicales, es la
denominada cuadrado romano. Estd constituida por un Unico conjunto que Se repite sin
transformaciones en sus filas y columnas. Se obtiene realizando permutaciones circulares de los
elementos del conjunto dado, ubicando cada permutacion en una fila. Si a, b, ¢ y d son los elementos
del conjunto, se construye del siguiente modo:

o0 oW
[N eRo N oy
oY oo
O T Q

Realicemos ahora, a modo de ejemplo, una matriz con el conjunto 4-18 (0, 1, 4, 7) representandola
numéricamente y luego en notacion musical. Segun se observa, contiene las mismas notas en todas
sus filas y columnas.

RO ~NDN
o~NAPR
~hAPoO
AP O

El cuadrado romano puede contener mas de un elemento por posicion dentro de la matriz, o bien una
posicién vacia (un silencio). En el ejemplo siguiente partimos del conjunto 79A 03 6, que es un 6-27
dividido en tres partes, e intercalamos un silencio entre la segunda y la tercera particion.

7A9 | 03 6
03 6

6 79A | 03
6 79A | 03

En la fila 1, columna 1 del ejemplo anterior, permutamos los elementos de esa posicion. Las
permutaciones dentro de una misma posicion no afectan las propiedades intervalicas de la matriz.

Se denomina norma horizontal al conjunto comprendido por todos los elementos de cualquier fila, y

norma vertical a todos los elementos de una columna. En un cuadrado romano, la norma horizontal
y la vertical son idénticas.
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Matrices Simples Tipo |

Las matrices tipo | poseen también la misma norma, horizontal y verticalmente. La denominacién
simple indica que la construccion de la matriz no depende de las propiedades de la norma elegida, y
que cada posicion esta ocupada por un unico elemento. Distinguimos dos casos.

Matriz tipo I A
La norma generadora se establece a partir de un conjunto cualquiera de n elementos. La cantidad de
elementos determina las dimensiones de la matriz, que siempre es cuadrada (posee igual numero de

filas y columnas).

A fin de comprender el principio constructivo, consideremos un conjunto —horma generadora-
formado por cuatro notas (a, b, ¢, d) que sumamos del siguiente modo:

ata |b+a |[c+a |d+a
at+tb |b+b [c+b |d+b
a+c |b+c |[c+c [d+c
a+d |b+d |c+d |d+d

Como el conjunto considerado posee cuatro elementos, la matriz generada es de 4 x 4.

Crearemos ahora una matriz a partir de las notas 2A740. Se trata de un conjunto 5-34, cuya estructura
equivale a la de un acorde de dominante con novena mayor.

2+2 |[A+2 [7+2 [4+2 [0+2
2+A [A+A [7T+A [4+A [0+A
2+7 |A+7 [7+7 [4+7 |[0+7
2+4 |A+4 |7+4 |4+4 |0+4
2+0 |A+0 |[7+0 [4+0 |[0+0

Efectuando la suma y ajustando los valores entre 0 y 11 (modulo 12) obtenemos:

N o|olo| s
> N0 oo
~N| (| oo
Aloo|m| | o
<IENENIBYLN

Las filas y columnas de la matriz 5 x 5 estan formadas por transposiciones del conjunto empleado
COMo norma.
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Matriz tipo | B

Esta matriz se construye de modo similar a la anterior. El tipo | A posee en sus filas y columnas
transposiciones del conjunto usado como norma, pero aqui generamos transposiciones en las filas, e
inversiones transpuestas en las columnas.

El procedimiento para construir la matriz recurre también a la suma, pero en este caso, el primer
término esta dado por cada uno de los elementos del conjunto, y el segundo por la inversion de los
mismaos.

a+l@ |b+1@@ |[c+l(@) |d+1(a)
a+lb) |b+I() |c+I1(b) |d+I(b)
a+l() |b+1(c) [c+I() |d+I(c)
a+l(d) |b+1(d) [c+I(d) |d+1(d)

Para ejemplificar esto, utilicemos ahora el conjunto 4-27 como norma (2085).

2+1(2) [0+1(2) [8+1(2) |5+1(2)
2+10) [0+1(0) [8+1(0) |5+1(0)
2+1(8) [0+1(8) |8+1(8) |5+1(8)
2+1(5) [0+1I(5) [8+I(5) |5+I1(5)

Que da por resultado:

IEE=1B

wW|o|o|o
o|lo|o1|w

OO |N|O

Cada fila presenta un conjunto 4-27, cuya estructura es la de un acorde de séptima de sensible. Por
otra parte, cada columna contiene también un 4-27 pero invertido, que corresponde a la estructura del
acorde de séptima de dominante.

Matriz Simple Tipo Il

En una matriz simple tipo Il la norma horizontal es diferente a la norma vertical. Los conjuntos que
la generan pueden tener, ademas, distinta cantidad de elementos, lo que produce una matriz
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rectangular. Si los elementos de la norma generadora horizontal son an, bn, ch, dn, y los de la vertical
av, by, cv, dv,ev , el principio constructivo es el siguiente:

an+av |bh+av |ch+av | dh+av
an+bv |bh+bv | ch+bv | dh+ by
an+cCv |bh+cv |[Ch+cCv | dh+Cy
an+dv | bh+dv | ch+dv | dh+dv

an+ev |bh+ev |ch+ev | dh+ev

VVemos que resulta una matriz rectangular de 4 x 5.

Matrices generadas a partir de cadenas de conjuntos

Estas matrices se denominan complejas, ya que su construccion depende de las propiedades del
conjunto utilizado como norma.

Una cadena se construye a partir de las particiones de un conjunto. Consideremos el PCS 5-15 = {0,
1, 2, 6, 8}, y dos de sus particiones en particular, que contienen un subconjunto en comdn (3-8):

A) 01]268 PCS:2-1|3-8
B) 16/028 PCS: 2-5|3-8

Partimos de A, y luego aplicamos una transformacion al conjunto B con un operador Tn 6 Tnl que
convierta al término 028 en 068 (segundo término de A). Si transformamos la retrogradacion de B
con Te y luego ordenamos, el resultado es el siguiente:

26807
Obtuvimos asi dos eslabones de una cadena, A = 01|268 y TeR(B) = 268|07. Ahora haremos lo mismo
sobre el original B, con la intencion de lograr una nueva transformacion que mantenga invariante al
subconjunto 07. Aplicando T1l nos queda:

07158

Continuando con este procedimiento, en un recorrido de ida y vuelta alrededor del subconjunto comdn
a ambas particiones, arribamos al siguiente resultado:

A B
2-1 <> 3-8 +“«» 2.5
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01 | 268 A
268 | 07 TeR(B)

07 | 15B T1l(B)
15B | 67 T7IR(A)

67 | 028 Ts(A)

028 | 16 ToR(B)
16 | 57B T71(B)
57B | 01 Til(A)

A partir de estos datos, estamos en condiciones de armar la cadena, la cual es cerrada, pues el primer
subconjunto y el ultimo son idénticos.

01|268|07|15B]67|028[16/57B01

Uniendo dos subconjuntos consecutivos de la cadena obtenemos el PCS utilizado como norma (5-
15). Podriamos utilizar esta sucesion para la composicion de un fragmento melddico con un alto grado
de coherencia intervalica, ya que cada enlace de conjuntos se realiza mediante dos o tres grados en
coman.

La generacion de la matriz la realizamos ubicando a cada subconjunto sobre la diagonal, de modo tal
que la norma se manifieste en cada una de las filas y de las columnas.

01 | 268
07 | 15B
67 | 028
57B 16

La construccion de matrices utilizando este método requiere un analisis detallado de los PCS, en
particular en relacion a sus posibilidades de aplicacion en la generacion de cadenas de un nimero
considerable de eslabones.

Se denomina particion redundante a aquella que transformada resulta invariante de otra particion del
mismo PCS. La particion 04A|123B, por ejemplo, transformada con T2l produce una invariancia
total (24A|103B). A una particién redundante se la identifica con un asterisco, y es de poca utilidad
en la produccion de matrices combinatorias.

Algo similar ocurre con 012|34AB bajo T2l (210|BA43), con la diferencia que en este caso la particion
sigue siendo la misma. Estas observaciones dan la pauta que no todas las divisiones del conjunto
producen la variedad necesaria para la construccion eficaz de una matriz.

La invariancia parcial es la que resulta efectiva, y se manifiesta a través de las condiciones presentadas
en la tabla que sigue (a la derecha, se detalla el modo en que se identifican). Las letras X e Y
representan a cada uno de los términos de la particion, y F y G son operaciones de transformacion
aplicadas a la particion considerada.
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Propiedad Etiqueta

F(X) = X 1
FOX) =X G(Y)=Y 12

G(Y)=Y 2
F(X) =Y F(Y)#X 3

Un andlisis de todas las particiones posibles del PCS 5-15 = {0, 1, 2, 6, 8} aporta la siguiente
informacion:

01268 11 4-16 1
1)0268 11 4-25 2
2(0168 11 4-16 *
60128 11 45 1
80126 1-1 45 *
01/268 2-1 3-8 1
02/168 2-2 39

06/128 26 35 1
08|126 2-4  3-4 1
12/068 2-1 3-8 *
16(028 2-5 3-8 1
18(026 2-5 3-8 *
26/018 2-4 34 *
28/016 2-6 35 *
68/012 2-2 31

Las cadenas no sélo pueden generarse en base a dos particiones, sino a tres 0 mas que posean un
subconjunto en comun. En consecuencia, las posibilidades de construccion son muy variadas. El
siguiente grafico muestra una posible combinacion de tres particiones a partir del subconjunto comun
1-1.

4-16
A
4-5 « 1-1 » 4-25

Matrices a partir de ciclos de un mismo operador

Partiendo de un grado cualquiera, podemos establecer una secuencia en la cual cada término es el
resultado de una transformacién del término anterior utilizando un operador determinado. La
secuencia 0, 2, 4, 6, 8, A, por ejemplo, surge de la aplicacion ciclica del operador T..

Con algunos operadores, la secuencia se limita a dos términos, ya que el tercero es idéntico al primero
y la secuencia se repite. Esto ocurre con Te y Tal (donde n es un entero entre 0y 11).
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8|/9|AB|0|1|2|3|4|5|6 |7 Ta (Ta)

Los operadores Tz y Ts generan secuencias de cuatro términos.

Ts
T3 (T3)
T3 (T3 (T3))

©o|lo| w|o
w| o] | o
N IRY
o1 N | o
o|lw|o|w©
ESERN
| vl N T

N | m| oof o

B IRIES

ol OO Ww

W o o

IR

Y por ultimo, los operadores Tz y Ta producen ciclos de seis términos (0, 2,4, 6,8, A;1,3,5,7,9,
B; etc.).

Una matriz, utilizando ciclos de operaciones, se construye ubicando el PCS utilizado como norma en
P11,y los términos del ciclo en las posiciones de la diagonal de la matriz (P2, Ps.3). Luego utilizaremos
procedimientos de transformacién para enriquecer el resultado.

1064

3479

067A

139A

La modificacion de 1, 0, 6, 4 por Ts da por resultado 4, 3, 9, 7. No obstante, vemos en la posicién P>
2de la matriz el conjunto 3, 4, 7, 9, ordenado de menor a mayor por cuestiones de claridad. Ya no
estamos trabajando con conjuntos ordenados, como en el caso de las series dodecafdnicas, por lo cual
la permutacion de los elementos de una misma posicién de la matriz no afecta a los resultados.
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También es posible ubicar el conjunto de partida en posiciones diferentes y desarrollar el ciclo
siguiendo recorridos sobre la diagonal y paralelos a ella. Se debe observar aqui como se rebaten los
elementos sobre las posiciones. El operador empleado es T..

oo
> Wi

o|lol|h~|©

oo

3
91A ]S

N~ |m

Las dimensiones de la matriz dependen de la cantidad de términos del ciclo, y por lo tanto, del
operador utilizado. La siguiente tabla lo ilustra.

Operador Dimensiones de la matriz
Te - Tnl 2x2
Ta—Ts 3x3
T3—-To 4x4
T2—Ta 6x6

Operaciones sobre matrices combinatorias no seriales
Intercambio de elementos entre posiciones

Esta operacién sobre matrices combinatorias seriales la realizabamos exclusivamente entre columnas
adyacentes, debido a la necesidad de mantener el orden de los conjuntos distribuidos en cada posicion
de las filas. En el caso de las matrices no seriales, por tratarse de conjuntos no ordenados, el
intercambio se realiza tanto entre filas como entre columnas, sin que importe si son adyacentes o no,
lo cual produce una variedad considerable de versiones. Para ejemplificar esto, vamos a partir de una
matriz generada por ciclos y a producir todos los intercambios posibles, a fin de lograr una
distribucion uniforme de elementos.

Matriz por ciclos

Conjunto de partida: A 32 87 (PCS: 5-20)
Operador: TA

Norma horizontal: 5-20

Norma vertical: 5-7

A 32 |87
8 0156
6 |AB |34
4 18912
0B 2 |67
45 | 9A 0
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Vamos a intercambiar el elemento A de P11 por su par de Ps.. El primero baja dos filas sobre su
misma columna (a Ps1), y el segundo asciende dos filas, también conservando su propia columna (a
P1.4). El resultado no se altera, ni vertical ni horizontalmente.

32 |87 A
8 [01]56
A 6 |B |34
4 18912
0B 2 |67
45 | 9A 0

Ahora intercambiamos los elementos 3 y 2 de P12 por sus pares de las posiciones Pssy Pss. EI primer
3 desciende a la tercera fila y su par asciende a la primera. El primer 2 baja a la cuarta, y el 2 de la
ultima columna sube a la primera fila.

87 |A |3 |2
8 |01]|56
A |3 |6 |B |4
2 4 1891
0B 2 |67
45 | 9A 0

Continuando con el procedimiento, logramos una distribucion uniforme.

AlT 38 |2
5 181 06
A |3|6|B |4

21814 |9 |1
B 0|6 |2 |7
0419 S5A

En el proximo ejemplo, creamos una matriz a partir de cadenas, y luego efectuamos la redistribucion
de sus elementos.

Matriz por cadenas

Conjunto de partida: 14376A (PCS: 6-27)

Particiones utilizadas: 14|376A (2-3|4-17) y 1A|4376 (2-3]|4-3)
Norma horizontal: 6-27

Norma vertical: 6-27

376A | 14
679A | 03
169A | 03
679A | 14
27AB | 14
679A | 03
2569 | 03

14 679A
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4 16 |A|7 3
A0 |3 |79 6

A 619 1]3]0
4 71116 |9][A

711 A B[4 |2

6 |73 Al0]9

3/6]91(0]2 5

119 Al4d 6|7

Transformacion por Tn, Tnl 6 M

La matriz completa puede ser transpuesta, invertida o multiplicada. Veamos la matriz anterior
modificada por Tel.

2 5/0/8|B 3
816/3|B|9 0
8 019 5|3|6
2 B|5/0/9]|8
B|5 |8 7124
0|B|3 8169
3/0]9|6 |4 1
519 82 0|B

Intercambio de filas y columnas

Una vez mas, por tratarse de conjuntos no ordenados, es posible intercambiar columnas entre si, 0
filas. En el ejemplo siguiente generamos una matriz Tipo Il e intercambiamos las filas 1y 3, y luego
las columnas 2 y 4.

Matriz Tipo Il

Conjuntos de partida: 14376A (PCS: 6-27) y 980 (PCS: 3-3)
Norma horizontal: 6-27

Norma vertical: 3-3

©
o

w|m|o
w
N
o

©
w

o|m|w
o
N
o
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Giro de 90°

A través de un giro de 90° la matriz intercambia filas por columnas. La primera fila se convierte en
la primera columna, la segunda fila en la segunda columna y asi siguiendo. Para el ejemplo creamos
una matriz Tipo | B y la rotamos 90°.

Matriz Tipo | B

Conjunto de partida: 26598 (PCS: 5-16)
Norma horizontal: 5-16

Norma vertical: 5-16

0]4 |3 |7]|6
8|0 |B[3]|2
9/1/043
5/9|8|0|B
6]A[9]1]0
6/2[3|B|0
7/314/0]1
3|B|0|8 |9
410]1]9 |A
0[8]9|5]|6

Invariancia en posiciones, filas o columnas

Es posible aplicar una transformacion Tn, Tnl 6 M que mantenga invariantes a un elemento en
particular, o a un conjunto dispuesto en una fila o columna especifica. La siguiente matriz se
transforma con Tsl, y mantiene invariantes las filas 1 y 4, y las columnas 1 y 2.

Matriz por cadena

Conjunto de partida: 71084 (PCS: 5-22)

Particiones utilizadas: 71|084 (2-6|3-12) con si misma
Norma horizontal: 5-22

Norma vertical: 5-22

48 | 17 0
0 |8 |5B |4
26A | 5B
17 |1 04 8
40 | 17 8
8 |10 [31 |4
26A | 39
17 | 48 0
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Combinaciéon de matrices no seriales

Al igual que las seriales, estas matrices pueden combinarse con el proposito de generar otras de
mayores dimensiones. La condicion necesaria para que la combinacién resulte es que las normas de
ambas sean idénticas. Vemos, en el proximo ejemplo, el modo en que se disponen las matrices, y a
continuacion el resultado que se obtiene luego de la aplicacion de operaciones de intercambio de

elementos.
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1 367 | 42
03 |4 1AB
456 (89 |3
7 46 | 125
58 | 79A | 4
234 |5 0B
6|3 7112 14
3 1B|4|/0 |A
4168|3 |5 9
1/7 |4 2|5 |6
519 |A |84 |7
0[4 |2 |[3]|B |5




Capitulo Il - Aplicaciones musicales

Aplicaciones musicales

A fin de ejemplificar la utilizacion de matrices combinatorias no seriales en la composicién musical,
veremos algunos ejercicios, escritos de acuerdo a las técnicas de generacién y transformacion
anteriormente analizadas.

Para comenzar, construiremos una matriz a partir del método denominado cuadrado romano,
partiendo del conjunto {8, 9, 4, 0, 6} que conforma un PCS 5-26. Obtenemos la siguiente matriz que,
segun sabemos, posee en sus filas permutaciones circulares del conjunto dado.

819|406
914|068
410/6[8]9
0/|6/8]9]4
6/8/9]4]0

A partir de estos datos, disponemos la primera, segunda y quinta columnas de la matriz en forma de
acordes, y la tercera y cuarta en forma de arpegios. Se observa en el ejemplo el desarrollo del
contenido de las filas, particularmente en el movimiento de los bajos (quinta fila de la matriz).

— 52 ™
o~ *, " fo
0 . ]
e e ——t— o=
| oo W 1 ] g !\3
\.)U' X ‘[ L= 1 Ef
m.fg ﬁ: —— f
DR e QE ) e —
- % 7% . —
% —=% =_E==5 i o
o 8

Figura 12: fragmento musical que emplea el cuadrado romano

Continuando con la misma técnica, construiremos una nueva matriz, pero que en este caso contenga
distinta cantidad de elementos por posicion. Utilizaremos el conjunto {B, 9, 1, 5, 2, 8} (PCS 6-228).

Distribuimos el conjunto de partida en tres grupos de dos, tres y un elemento respectivamente: B9,
152 y 8. Obtenemos asi una matriz de 3 x 3.

B9 [152 |8
152 | 8 B9
8 B9 | 152




La primera columna ocupa los dos primeros tiempos del ejemplo. Vemos dos notas en el agudo (si y
la), tres en el registro intermedio (do# como apoyatura, re y fa), y una sola nota en el grave (sol#).
Esta Gltima nota ocupa la diagonal de la matriz, y es el inico elemento en la posicién. Aparece en los
tres registros, y siempre es acompafiada por dos y tres sonidos en las otras voces.

e — H —3

G | | |=1— gn
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=
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Figura 13: fragmento musical que emplea el cuadrado romano
con mas de un elemento por posicion

Para la realizacion del ejemplo que sigue nos interesa particularmente comenzar con los sonidos {0,
8, 2, 7, B}, dispuestos del grave al agudo en forma de acorde, y aplicar luego la técnica de generacion
tipo I A. Analizamos el conjunto y vemos que se trata de un PCS 5-Z18.

Construimos la matriz segun el método estudiado, partiendo del conjunto elegido. Nos queda:

IBIDNE =)
~N|w |||
EIEN NN
o N |©|w(~
> o |~ |m

Pero observamos que la primera columna no contiene el acorde de partida en el orden deseado, sino
una retrogradacion del mismo, por lo cual vamos a permutar las filas 1y 5, y luego la2 y con la 4.

~Njw|o|N| o
W~ o>

ol ||~ m
I S NIEN
N[> | |©o|-

Si la realizacion musical consiste en lograr una sucesién de acordes con matices contrastantes
podemos escribir:
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Figura 14: fragmento musical que emplea una matriz tipo | A
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En el ejemplo siguiente vamos a alternar las columnas de dos matrices distintas. La idea es alcanzar
el total cromatico a partir de la alternancia de dos hexacordios 6-35. EI primero contiene a los grados
0,2,4,6,8, A, yelsegundo alos grados 1, 3, 5, 7, 9, B.

Para comenzar, generamos una matriz tipo 1A a partir del conjunto {0, 2, 4, 6, 8, A}.

> oo~ Mo
o|p|mlo|~(r
N|O|> |||~
AN |O|> oo
o|~|NO|>|o
oo |~N o>

Vemos que el resultado es el mismo que si la hubiéramos construido siguiendo la técnica del cuadrado
romano.

Ahora construimos otra a partir del conjunto {1, 5, 3, B, 7, 9}

N[o|h || o

AIN|O|>|O|
o |0 |O N>

> |o|~ o
o> NI~
O >N~ O

Y observamos que a pesar de haber usado los grados impares (1, 3, 5, etc.) el método constructivo
nos lleva a una matriz de grados pares, dado que la suma de dos nimeros impares es un namero par.
Para revertir esta situacion vamos a transportar la matriz en un semitono.

W |o|o|m|~

ol|w|~|m|- |
~N|u|o|—|w|m

w|©o|r|o|~]|w
(| w|~|w©|o
©o|~|m|lw|o|-

Generadas ambas matrices alternamos sus columnas a fin de obtener el total cromatico a partir de esa
combinacidn. Esta alternancia nos lleva a pensar distintas realizaciones compositivas. Podria ocurrir,
por ejemplo, que los grados pares se diferenciaran de los impares a partir de la utilizacion de distintos
matices, articulaciones, timbres, ubicacién en el registro, o tipo de textura. Esto generaria dos
discursos paralelos, ambos con sentido propio, pero que conforman una totalidad.
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Esta matriz, producto de la combinacién de las anteriores, sirve a la composicion del ejemplo
siguiente:
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Figura 15: fragmento musical que emplea dos matrices tipo | A alternadas

Segun vimos, la matriz tipo | B posee transposiciones de un conjunto en sus filas, y transposiciones
de la inversién del mismo conjunto en sus columnas. El ejercicio siguiente persigue la composicién
de un breve proceso gradual, utilizando este tipo de estructuras.

Fijamos como punto de partida el conjunto {4, 0, 3, 8, 6} (PCS 5-26) y construimos la matriz
siguiendo el principio antes visto. Se observa que, debido al método, la primera posicién de las
matrices tipo | B arroja un 0, debido a que la suma de un grado cualquiera y su inversién médulo 12
es siempre 0.

N |o|ur|oo |~
ol |w|o (N

>0k~ |o
o|h|©|lo|o
©o|~N|o|w|m

Para evitar esa situacion transportaremos la matriz utilizando un operador arbitrario, por ejemplo,
Ta.
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Las otras cuatro matrices a emplear las obtenemos transportando de a un semitono la matriz anterior.

5111497 6|2 [5/A[8 713|/6[B|9 84| 7|0]A
9/5/8]1]|B Al6[9]2]|0 B|7|A|3]|1 0/8/B|4]|2
6|2|5/A|8 713[6|BJ9 814|7]0]A 9/5/8|1|B
1/9/0|5]|3 2|A|1|6 4 3|B|2]|7]5 410386
3|Bl12|7]5 410]3/8]6 51114197 6|2|5|/A |8

El material asi obtenido se aplica en la produccion del siguiente fragmento musical.
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Figura 16: fragmento musical que emplea matrices tipo | B

El préximo ejemplo se basa en una matriz tipo I, que segun vimos puede armarse sobre dos conjuntos
de distinta cantidad de elementos. En este caso, utilizamos como norma horizontal al conjunto {9, 1,
0,4,3,7,6} (PCS 7-31), y como norma vertical al conjunto {8, 6, 0, 9} (PCS 4-12).

N EN] I%)

(O (Ww|01

=

olw|o|m

WO

©w|o|o|
ANk |w

Procedemos luego a rotar 90° la matriz anterior para combinarla con una versién de mayor densidad
polifonica.
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Por altimo, intercambiamos columnas entre si, en favor de la sonoridad buscada.
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Y una aplicacion posible es
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Figura 17: fragmento musical que emplea una matriz tipo |1

Para la construccion del siguiente ejemplo utilizamos la técnica de matrices por ciclos de un
operador. El conjunto elegido es {2, 1, 5, 4} (PCS 4-3), y el operador es Ts.

2154

4578

78AB

12AB
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Paso seguido, realizamos intercambios entre elementos de la matriz, de forma gradual

154 2
4578

78AB
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La aplicacion en orden sucesivo de las matrices anteriores da por resultado:
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Figura 18: fragmento musical que emplea una matriz generada por ciclos de un operador

Como ultimo ejemplo, partiremos de una matriz generada con cadenas de PCS, empleando {0, 3, 6,
A, 2} (PCS 5-26).

36A2 | 0
379B | 6
0489 | 6

0 379B

La idea es contraponer la matriz anterior con otra version cuyos elementos estén distribuidos de
manera mas uniforme, aplicando operaciones de intercambio de elementos.

2A |3 |0 |6
3 |9 |6 |7B
6 |0 [48]9
0 |7B]9 |3
Y una realizacion posible es la que sigue.
rl? i LTI L . ° e T 3 be r 3 ’ﬁ:
N r
=Y e !ﬁ. ot . n“: * r <> et
- [ a— — = C sk r :'

Figura 19: fragmento musical que emplea una matriz generada a partir de cadenas
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Capitulo 1V - Aplicaciones Informaticas para la composicion y
analisis de la musica atonal: la biblioteca pcslib

Introduccion

Ciertas complejidades de la teoria atonal tornan su aplicacién practica casi imposible, si no se dispone
de programas de computacion. De hecho, la técnica de los Pitch Class Sets y sus derivaciones parecen
haberse desarrollado en sinergia con los sistemas informaticos de composicion y analisis asistidos.
Es por eso que en este capitulo se presenta una descripcion y ejemplos de uso de una de las
aplicaciones informaticas producidas especificamente en el marco del proyecto de investigacion que
dio lugar a este libro: la biblioteca de objetos externos pcslib (para utilizarse en conjunto con el
programa Pure Data, de Miller Puckette).

Qué es pcslib

pcslib es un conjunto de objetos externos (externals objects) para el programa pd (Pure Data, Miller
Puckette) que permite la aplicacion de Conjuntos de Grados Comaticos (Pitch Class Sets, abreviado
PCS en adelante, véase Forte, 1974) y Matrices Combinatorias (Combinatorial Matrices, abreviado
CM en adelante, vease Morris, 1987) en el anélisis y la composicién musical.

pcslib fue desarrollada por O. P. Di Liscia y Pablo Cetta como parte de los Proyectos de Investigacion
titulados "Desarrollo de aplicaciones informéticas para la organizacion de la altura temperada en
la composiciony el analisis musical” (Artes Multimediales - 1.U.N.A.)y “Formalizacion de procesos
compositivos y desarrollo de aplicaciones informdticas para andlisis y composicion musical”
(Facultad de Artes y Ciencias Musicales - U.C.A.). A pesar de que pcslib todavia esta en desarrollo,
al presente, ya ha sido producido un significativo nimero de objetos que permiten realizar
operaciones de cierta complejidad. Se recomienda al usuario contar con la version actualizada de
pcslib (que contiene, al presente, muchos otros objetos y ejemplos que los que se presentaran aqui) y
consultar su documentacién y ejemplos.

pcslib es de uso, copia y distribucién gratuitos con fines no comerciales. El usuario puede acceder
tanto a las versiones actualizadas de pcslib como a su documentacion en la siguiente URL.:

htto://ouredata. info/Members/ndiliscia/ncsli

pd (Pure Data, Miller Puckette, vease http://puredata.info/) es un entorno de programacion de alto
nivel para sonido y musica (y, recientemente, también para gréfica digital) que utiliza el paradigma
de objetos. Dichos objetos constituyen las unidades basicas de pd y, a través de su interconexion, el
usuario realiza programas especificos (denominados patches) para las tareas de audio y musica que
se proponga. Pure Data es de uso, copia y distribucion gratuitos con fines no comerciales y corre
practicamente en todas las plataformas y sistemas operativos habituales.

La siguiente discusion asume el conocimiento por parte del usuario de la programacion usando Pure
Data. Asimismo, también se asume que el lector debe tener instalado el programa pd en su sistema.
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Ya que el cddigo fuente de pcslib estd disponible, un usuario experto puede compilarla para otros
sistemas operativos (Linux, Mac OS, etc.) y usarla en estos con relativa facilidad. Para instalarla y
usarla, se deben seguir las directivas habituales de Pure Data.

Representacion numeérica de los PCSy las CM

Debido tanto a requerimientos de computacion como a convenciones tedricas, pcslib usa una
representacion numeérica de los atributos de los PCS y las CM que sera descripta brevemente en esta
seccion. Un usuario experto en la programacion en lenguaje “C” puede encontrar en el codigo de
pcslib mayores detalles, si los necesita.

1 - PCS: pcslib usa la correspondencia entre PC (grados cromaticos) y enteros habitual, ya explicada
en el Capitulo | de este libro. Para comodidad del lector, se expone nuevamente a continuacion:

Entero 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
PC Do |Do# | Re |Re# | Mi | Fa | Fa# | Sol | Sol# | La | La# | Si

Usualmente, un PCS es considerado no-ordenado, lo que significaque 0, 1, 2, 3;0,2,1,3y0, 1,
3, 2 son equivalentes, y asi sucesivamente. Sin embargo, para trabajar correctamente con Cadenas
y Matrices Combinatorias es necesario considerar a los PCS como ordenados parcialmente, en
el sentido que un PCS puede tener diferentes agrupamientos de PC a los que se llama posiciones.
Tal PCS parcialmente ordenado se denomina cadena.

Por ejemplo, el mismo PCS {0, 2, 4, 5} puede ser distribuido para formar diferentes cadenas con
diferente nimero de posiciones (separadas por espacios en el ejemplo) asi:

0245 (solo una posicion con los cuatro PC)

02 45 (dos posiciones de dos PC cada una)

024 5 (dos posiciones con tres y un PC cada una, respectivamente)

0 245 (dos posiciones con uno y tres PC cada una, respectivamente)
0245 (tres posiciones con uno, dos, y un PC cada una, respectivamente)

Para representar numéricamente este ordenamiento, pcslib representa un fin de posicién con un -
1y un fin de cadena con un -2. Entonces, los ejemplos de cadenas anteriores seran representados
internamente por pcslib como:

0245 -2

02 -1 45 -2
024 -1 5 -2

0 -1 245 -2
0-124-15-2

2 - CM: Una CM es representada por pcslib con tantos vectores de 9 posiciones cada uno como

posiciones tenga la CM (recordar que el namero de posiciones de una CM es igual al nimero de
sus filas por el nimero de sus columnas). Cualquier posicion de uno de los vectores que esté
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vacia (i.e., que no contenga PC) sera llenada con un -4. Por ejemplo, el siguiente CM de tipo

cuadrado romano:

A WEL O

O~ Wk

R Oh~w

Seré representada internamente por pcslib como:

WkFk O~

Los PC se marcan con negritas, y cada [...] encierra los datos de una posicion de la CM.

La CM de 6x6 que sigue, combina posiciones de 3 y 2 PC cada una. También varias posiciones
vacias (por ejemplo, las posiciones [1][0], y [0][2]). N6tese ademas que, para usar s6lo un caracter
para cada entero se reemplaza el entero 10 por “A” y el 11 por “B”, pero esto es solo para una
mayor prolijidad en la impresion y no para la representacion interna de los datos.

01 376

- 23

145 -

589

45

7AB
67

019
89

23B
AB

Una posicion vacia es representada por pcslib con un -3 seguido de ocho -4. Por ejemplo, la CM
de arriba sera internamente representada por pcslib como:

[01-4-4-4-4-4-1-4] [3 7 6 -4-4-4-4-4-4] [-3-4-4-4-4-4-4-4-8][-3-4-4-4-4-0-8-4-4] [-3-4-4-4-4-4-4-4-4][-3-4-4-4-4-4-4-4-4]
[-3-4-4-4-4-4-4-4-8][2 3 -4-4-4-4-4-4-4] [5 8 O -4-4-4-4-4-4] [-3-4-4-4-4-4-4-4-4] [-3-4-4-4-d-4-4-4-4][-3-4-4-4-4-4-4-4-4]
[-3-4-4-4-4-4-4-4-4][-3-4-4-4-4-4-4-4-4] [4 5 -4-4-4-4-4-4-4][7 10 11-4-4-4-4-4-4] [-3-4-4-4-4-4-4-4-4][-3-4-4-4-4-4-4-4-4]
[-3-4-4-4-4-4-4-4-4][-3-4-4-4-4-4-4-4-4] [-3-4-4-4-4-4-8-4-8][6 T -4-4-4-4-4-4-4] [0 1 O -4-4-4-4-4-4] [-3-4-d-4-4-4-4-4-4]
[-3-4-4-4-4-4-4-4-8][-3-4-4-4-4-4-4-4-4] [-3-4-4-4-4-4-8-4-4][-3-4-4-4-4-4-4-4-4] [8 O -4-4-4-4-4-4-4] [2 3 11 -4-4-4-4-4-4]
[14 5-4-4-4-4-4-8] [-3-8-4-4-4-4-8-4-4] [-3-4-d-4-4-4-8-14-4][-3-4-4-4-4-4-4-4-4] [-3-4-4-4-4-4-4-4-4] [10 11 -4-4-4-4-4-4-4]

Véanse los objetos cm_read y cm_2txt para obtener una representacion “cruda” o “limpia” de la

CM, respectivamente.
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Tipos de datos especiales usados por pcslib en pd

Para transferir eficientemente datos entre sus objetos, ademas de los tipos de datos usuales de pd
(floats, listas, simbolos, etc.), pcslib usa dos tipos de datos especiales.

Punteros a estructuras de datos de tipo PCS.
Punteros a estructuras de datos de tipo CM.

Los detalles de cada una de estas estructuras pueden encontrarse en el codigo de pcslib (ver
especialmente pcslib.h)

Naturalmente, los datos de estas estructuras no pueden ser accedidos en forma directa, sino que
existen objetos especialmente dedicados a crearlos, interpretarlos y modificarlos. Por ello, se debe

tener especial cuidado en ingresar en cada objeto el tipo de dato necesario que se detalla en la seccion
que sigue.

Objetos que integran pcslib

A - Objetos para Pitch Class Sets (PCS)

Nombre pcs_write

El objeto pcs_write genera un PCS a partir de datos entregados por el
Descripcion usuario. EI PCS es buscado en la tabla de PCS y transpuesto o invertido,
si se requiere.

Inlet: lista con tres o cuatro argumentos: nimero cardinal (float), nimero
ordinal (float) y factor de transposicion (float). Si se entrega un

Entradas cuarto argumento, este debe ser un simbolo "I", que significa
inversion.
Salidas Outlet: un puntero a una estructura PCS. Para acceder a los datos, debe

usarse otro objeto pcs (usualmente, un objeto pcs_read).
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Nombre pcs_read

Descripcion El objeto pcs_read lee y clasifica los diferentes datos de un PCS.

Inlet: un puntero a una estructura PCS. El puntero debe generarse usando

Entradas otros objetos (usualmente, un objeto pcs_write).
Outletl: PC originales del PCS (lista de floats)
Outlet2: numero cardinal (float)
Outlet3: numero ordinal (float)

Salidas Outlet4: status (T/I) (symbol)

Outlet5: forma prima (lista de floats)

Outlet6: vector de clases intervalicas (lista de 6 floats)

Outlet7: complemento literal del PCS, es decir, los PC que no estan
incluidos en él (lista de floats).

Elegir el numero oxrdinal(l a 29)
) T T D T G G

=
PE DD D

pcl pe2 pe3 ped cardinal ordinal

Figura 21: imagen de un Patch de pd como ejemplo de uso de los
objetos pcs_write y pcs_read en combinacion
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Nombre pcs_pf

El objeto pcs_pf obtiene la forma prima de un PCS y guarda todos los

Descripcioén -
P datos asociados en una estructura PCS.

Inlet: lista de floats que representan Pitch Classes: 0 - 11 (do a si). -1

Entradas significa fin de posicion, y -2 significa fin de cadena.

Outlet: un puntero a la estructura PCS resultante. Si el fin de cadena (-2)
no es incluido al final de la lista, serd agregado automéaticamente.
Ni las repeticiones de PC, ni las diferentes posiciones —si las
Salidas hubiera- se toman en cuenta para identificar la SC, pero son
guardadas como fueron entregadas originalmente. Para acceder
a los datos, debe usarse otro objeto pcs (usualmente, un objeto
pcs_read).

mensajes con pcs (-1=position nueva)

037112 048@3461110[@34-161110[

cs_pf| identificar el PCS

El outlet envia un puntero a una estructura PCS

El inlet recibe un puntero a una estructura PCS

&cs_readl Lee la estructura PCS

Erint pcsl Erint ca:rdinall Erint ordinall Erint|Exint p:r::i.mefo:un' Erint icvl Erint complement
pcs original cardinal ordinal tfi forma prima icy complemento literal

Figura 22: patch de pd como ejemplo de uso de
los objetos pcs_pf y pcs_read en combinacién
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Nombre pcs_ttos
Descrincion El objeto pcs_ttos (twelve-tone operator) realiza operaciones de
P transposicion, inversion transpuesta o multiplicacion en un PCS.
Inlet 1 (izquierdo): Si recibe un simbolo "I", "T" o "M", efectla las
operaciones IT(n), T(n) o M(n) respectivamente en el PCS
Entradas entregado.
Inlet 2: un puntero a una estructura PCS.
Inlet 3: un float (n) en sus inlets pasivos.
. Outlet: un puntero a la estructura PCS resultante. Para acceder a los datos,
Salidas . .
debe usarse otro objeto pcs (usualmente, un objeto pcs_read).

crear un pcs

seleccionar un operadox [2 5 6 8 10
T I E:[ Ecs_pf obtener la forma prima

n

?]valor

pcs_ttos| realizar operacion

Figura 23: patch de pd como ejemplo de uso del objeto pcs_ttos
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Nombre pcs_subs

El objeto pcs_subs obtiene los subconjuntos (subsets) de cardinal n de

Descripcion un PCS.

Inlet 1: un puntero a una estructura PCS.

Entradas Inlet 2: un flota (n) en su inlet derecho. n debe estar en el rango de 3 a 8.

Outlet: una sucesion de punteros a las estructuras de los PCS. Para
Salidas acceder a los datos, debe usarse otro objeto pcs (usualmente, un
objeto pcs_read).

elegir el numero cardinal
de los subsets(de 3 a 8)

leexr los datos

Figura 24: patch de pd como ejemplo de uso del objeto pcs_subs
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Nombre

pcs_sim

Descripcion

El objeto pcs_sim evalla el grado de similitud de dos SC de acuerdo con
los criterios de Forte, Morris o Isaacson (Véase la bibliografia citada para
mas detalles). En adicién, también evalla su pertenencia a los complejos
Kh (véase Forte, 1978).

Entradas

Inlet 1: "icvsim" (simbolo) para seleccionar la similitud de Isaacson; "r0"
"r1" "r2" 6 "rp" (simbolos) para seleccionar las similitudes de
Forte; "SIM" o "ASIM" (simbolos) para seleccionar las
similitudes de Morris; "Kh" (simbolo) para comprobar si los
dos PCS pertenecen al mismo complejo Kh; "Khall" (simbolo)
para obtener las SCs de todos los miembros del complejo Kh
al que pertenecen los dos PCS.

Inlets 2 y 3: los dos punteros a las estructuras de los PCS a ser
comparados. Estos deben ser generados usando un objeto
gue produzca un puntero a una estructura PCS
(habitualmente, un objeto pcs_pf)

Salidas

Outlet: un float con el valor correspondiente, en el caso de las similitudes
de Morris o Isaacson.
En el caso de las similitudes de Forte, si la relacién solicitada es
r0, rl o r2 y se cumple, la salida es un bang, en caso contrario
no se genera salida. Si la relacion solicitada es rp y se cumple, la
salida es una lista con los nimeros ordinales de las SC en comdn
entre las dos SC comparadas. En caso contrario, no se genera
salida. El numero cardinal de las SC compartidas es igual al de
las SC comparadas menos uno.
En el caso de Kh, si los dos PCS pertenecen al mismo complejo
Kbh, se envia un bang, en caso contrario no se genera salida.. En
el caso de Khall, si los dos PCS pertenecen al mismo complejo
Kh, la salida es una sucesion de listas de dos floats cada una,
siendo el primero de cada pareja el nimero cardinal de la SC-
miembro y el segundo su nimero ordinal. Si los dos PCS no
pertenecen al mismo complejo Kh, no se realiza ninguna accion.
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la abstraccion "pcs-name"
crear un PCS

ack £ s £

outlet

el nombre de la SC se envia
solo si la relacion se cumple

elegir el tipo de relacion
set rp[Eet rU[Eet rl[set r2[

8

s rel type -2

print

Figura 25: patch de pd como ejemplo del uso del objeto pcs_sim aplicado a las similitudes de Forte. Aqui se crea un
PCS de cardinal 5 y se lo compara con todas las otras SC de cardinal 5 en base a las relaciones de similitud de Forte. Se
usa una “abstraccion” (un sub-patch de pd) para extraer el nimero cardinal y el nimero ordinal de un PCS en incluirlo

en una lista con un guidn intercalado. Como esta abstraccion (que se denomind “pcs-name”) aparece también en
muchos de los ejemplos subsiguientes, se muestra en la imagen a la izquierda.

crear dos PCS

014480148

ertenecen al

Muestra todas ;
ismo complejo Kh?

SC miembro de
complejo Kh

Figura 26: patch de pd como ejemplo de uso del objeto pcs_sim aplicado a los complejos Kh
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Isaacson Moxrris

icvsi EEﬁ[ |

PCS 6-35
versus

PCS 8-28
s pf 013467910

0/2 6 8 10

cs_pf

cs_si

3.57849

Figura 27: patch de pd como ejemplo de uso del objeto pcs_sim aplicado a las similitudes

de Morris (SIM y ASIM) e Isaacson (icvsim)

Nombre pcs_invar
Descripcion El objeto pcs_invar obtiene los PCs invariantes de dos PCS.
Inlets 1 y 2: los dos punteros a las estructuras de los PCS a ser
comparados. Estos deben ser generados usando un objeto
Entradas
gue produzca un puntero a una estructura PCS
(habitualmente, un objeto pcs_pf)
Outlet 1: PC invariantes (i.e., comunes a ambos PCSs) -si hay- (lista de
. floats).
Salidas

Outlet2: cantidad de invariantes (float), o sea, nimero cardinal del
conjunto invariante.
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M| | | | | seleccionar el numero de invariantes

[ o

c4 ttos|realizar las transposiciones

E ninvars

&cs_imrar obtener/lel PCS invariante

select $1|/ 1a transposicion es seleccionada
solo si produce el numero de

invariantes solicitado

s read transposiciones con §1 PC invaxiantes[

ist

pack £

Figura 28: patch de pd como ejemplo de uso del objeto pcs_invar. Aqui se crea un PCS y luego se obtienen sus once
trasposiciones, estas son comparadas con el original y se seleccionan aquellas que contengan el nimero de invariantes
que se desea

Nombre pcs_parts

El objeto pcs_invar obtiene todas las particiones binarias posibles de un

Descripcion PCS.

Inlet: un puntero a una estructura PCS. EI nimero cardinal del PCS debe

Entradas Sser506.

outletl: PC de la parte izquierda de la particion (lista de floats)
Salidas outlet2: PC de la parte derecha de la particion (lista de floats)
outlet3: un float que indica el tipo de particion (0, 1, 2, 3, 4, 6 12).
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ohtener todas las
particiones bhinarias

Figura 29: patch de pd como ejemplo de uso del objeto pcs_parts

B - Objetos para Matrices Combinatorias (CM)

B.1 —Generadores de CM

Nombre cm_roman

El objeto cm_roman crea una matriz del tipo cuadrado romano (véase

Descripcion Morris, 1984, 1987).

Entradas Inlet: un puntero a una estructura PCS.

. Outlet: un puntero a una estructura CM. Para acceder a los datos, debe
Salidas .
usarse alguno de los objetos lectores de CM.
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crear un PCS para la norma de la (M

-

@-11-13-14[

cm roman| CM tipo Cuadrado Romano

cm 2txt|ver la (M en texto

Figura 30: patch de pd como ejemplo de uso del objeto cm_roman

Nombre cm_tla
Descripcion El objeto cm_tla crea una matriz del tipo | A (véase Morris, 1984, 1987).
Entradas Inlet: un puntero a una estructura PCS.
. Outlet: un puntero a una estructura CM. Para acceder a los datos, debe
Salidas .
usarse alguno de los objetos lectores de CM.

crear un PCS para la norma de la (M

-

@—11-13—14[

g
-+
=
-]

CM tipo tla

ver la CM en texto

Figura 31: patch de pd como ejemplo de uso del objeto cm_tla
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Nombre

cm_tlb

Descripcion El objeto cm_t1b crea una matriz del tipo | B (véase Morris, 1984, 1987).
Entradas Inlet: un puntero a una estructura PCS.
. Outlet: un puntero a una estructura CM. Para acceder a los datos, debe
Salidas .
usarse alguno de los objetos lectores de CM.
crear un PCS para la norma de la CM
cm tib [CM tipo tib
ver la CM en texto
Figura 32: patch de pd como ejemplo de uso del objeto cm_t1b
Nombre cm_t2
Descripcion El objeto cm_t2 crea una matriz del tipo Il (véase Morris, 1984, 1987).
Inlets 1 y 2: punteros a dos estructuras PCS para las normas vertical y
Entradas . ;
horizontal respectivamente.
Salidas Outlet: un puntero a una estructura CM. Para acceder a los datos, debe

usarse alguno de los objetos lectores de CM.
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cm. 42

(M tipo t2

Erint horizont al_norml
rint vertical_norml

identificar las dos noxmas

Ver la (M en texto

Figura 33: patch de pd como ejemplo de uso del objeto cm_t2

Nombre cm_opcy

El objeto cm_opcy crea una matriz con el método de ciclos de operadores

Descripcion (véase Morris, 1984, 1987).

Inlet 1: un simbolo que indica el operador de ciclos a utilizar. Debe ser
Entradas uno de los siguientes: T2/A, T6TI,T3/9 o T4/8.
Inlet 2: un puntero a una estructura PCS.

Outlet: un puntero a una estructura CM. Para acceder a los datos, debe

Salidas usarse alguno de los objetos lectores de CM.
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B.2 —Lectores de CM

seleccionar uno de los
cuatro operadores de ciclos

r2/a((rerx([r3/s([ra/8(

crear y enviar un PCS 5-19
(la norma de la CM)

|r.'m_2 txtl

Ver la (M en texto

las dos noxrmas de la CM

Figura 34: patch de pd como ejemplo de uso del objeto cm_opcy

Nombre cm_2txt
El objeto cm_2txt imprime en la pantalla de pd una version “limpia” (i.e.,
Descripcion no “cruda”) de una estructura CM. Los enteros 10 y 11 son reemplazados
por Ay B, respectivamente.
Inlet: un puntero a una estructura CM que puede ser creada con los objetos
Entradas generadores de CM precedentes. Ver los ejemplos en las imagenes 11,
12, 13, 14y 15, que usan a los objetos creadores de CM en conjunto con
el objeto cm_2txt.
Salidas No posee.

85




Nombre

cm_read

Descripcion

El objeto cm_read obtiene los datos “crudos” de una estructura CM. Un
valor de -3 o de -4 indican espacios 0 posiciones vacias, respectivamente.
Si se desea solo ver una version “limpia” de la CM, usar el objeto cm_2txt.

Entradas

Inlet: un puntero a una estructura CM que puede ser creada con los objetos
generadores de CM precedentes.

Salidas

Outlet 1: una sucesion de listas de floats siendo cada una de ellas una fila
de laCM.

Outlet 2: nimero de filas de la CM (float).

Outlet 3: nimero de columnas de la CM (float).

Outlet 4: nmero maximo de PC para cada posicién de la CM (float).

Nombre

cm_2pcs

Descripcion

El objeto cm_2pcs extrae un PCS de una CM.

Entradas

Inlet 1: una de las siguientes posibilidades:
POS (symbol) r (float) c (float): Obtiene el PCS en la posicién r
(fila) c (columna).
ROW (symbol) r (float): Obtiene el PCS integrado por todos los
PC en las posiciones de r (fila).
COL (symbol) c (float): Obtiene el PCS integrado por todos los
PC en las posiciones de ¢ (columna).
ALL (symbol): Obtiene el PCS integrado por todos los PC en
todas las posiciones de la CM.

Inlet 2: un puntero a una estructura CM, que puede ser creada con los
objetos generadores de CM precedentes.

Salidas

Outlet: un puntero a la estructura PCS resultante. Para acceder a los datos,
debe usarse otro objeto pcs (usualmente, un objeto pcs_read).
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Figura 35: patch de pd como ejemplo de uso del objeto cm_2pcs
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B.3 —Modificadores de CM

Nombre cm_trans
Descripcidn El objeto cm_trans realiza varias transformaciones de una CM.
Inlet 1: una de las siguientes posibilidades:
T (symbol) n (float): transposicion por n.
I (symbol) n (float): inversion seguida de transposicion por n (n
= 0 es obligatorio en este caso si solo se requiere inversion).
RD (symbol) n (float): rotacion por la diagonal, n = 0 significa
izquierda superior, n = 1 significa derecha inferior.
R90 (symbol): rotacion de 90 grados.
ER (symbol) r1 (float) r2 (float): intercambiar el contenido de las
Entradas filasrl yr2. _ _ _
EC (symbol) c1 (float) c2 (float): intercambiar el contenido de
las columnas cl1 y c2.
SWAP: intentar disminuir la densidad de las posiciones de laCM
intercambiando PC en sus filas y/o columnas. Esta
transformacion puede fallar si la densidad no puede ser reducida
por intercambio. En este caso no se generara salida y se enviara
un mensaje de advertencia a la pantalla de pd.
Inlet 2: un puntero a una estructura CM que puede ser creada con
los objetos generadores de CM precedentes.
. Outlet: un puntero a una estructura CM. Para acceder a los datos, debe
Salidas .
usarse alguno de los objetos lectores de CM.
crear una CM intercambiar filas o columnas

@-11-135-1489[ @cau[nu1[

cm 2txt| ver la (M original

transponer yfo invertir

rotar por 90 grados
o por la diagonal

intercambiar posiciones

;

transfo::macion de la (M

ver la (M transformada

Figura 36: patch de pd como ejemplo de uso del objeto cm_trans
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Conclusiones

Los ejemplos que se expusieron son sencillos, pero suficientes para mostrar las potencialidades de la
programacion estructurada usando las técnicas que se trataron en este libro dentro del entorno pd.
Asimismo, solo tienen una salida numérica, y no de Grafica Musical o Audio. Se han realizado asi
para evitar la inclusion de patches de pd que poseerian una representacion grafica sumamente
intrincada.

Sin embargo, no se le escapara al lector instruido en la Computacién Aplicada a la Mdsica vy,
especificamente, en la programacién dentro del entorno pd que, dado que pd es un poderosisimo
entorno, la misma salida numérica de los ejemplos puede combinarse facilmente con otros objetos
dedicados a Audio Digital y MIDI, como asi también pueden realizarse combinaciones sucesivas y/o
simultaneas de las estructuras que se obtengan (de hecho, una CM es una combinacion de PCS
sucesivos y simultaneos). Asimismo, los objetos dedicados a PCS y CM pueden entrelazarse de
maneras sumamente complejas.

Puede asi trabajarse luego sobre el registro, timbre, organizacion temporal, etc. derivando
propiedades de las CM o de los PCS o bien a la inversa, derivando de la organizacién temporal y/o
espectral(por mencionar solo a dos de ellas) propiedades a ser trasladadas a la organizacion de la
altura temperada. De esta manera se pueden realizar diversos entornos que permitan una “respuesta
programada” a secuencias de notas musicales ingresadas “en tiempo real” con el objeto de producir
musica o recursos didacticos.

El limite sigue siendo, siempre, nuestra capacidad de imaginacion y creacion.
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Tabla de las Clases de Conjuntos

(1-1)

(2-1)
(2-2)
(2-3)
(2-4)
(2-5)
(2-6)

(3-1)
(3-2)
(3-3)
(3-4)
(3-5)
(3-6)
(3-7)
(3-8)
(3-9)
(3-10)
(3-11)
(3-12)

(4-1)
(4-2)
(4-3)
(4-4)
(4-5)
(4-6)
(4-7)
(4-8)
(4-9)
(4-10)
(4-11)
(4-12)
(4-13)
(4-14)

FP
[0]

FP
[01]
[02]
[03]
[04]
[05]
[06]

FP
[012]
[013]
[014]
[015]
[016]
[024]
[025]
[026]
[027]
[036]
[037]
[048]

FP
[0123]
[0124]
[0134]
[0125]
[0126]
[0127]
[0145]
[0156]
[0167]
[0235]
[0135]
[0236]
[0136]
[0237]

M/MI

I—‘OOBI—‘CDI\)@U‘I#H\IO

N

M/MI Z
23
22
26
14
16

20

10
11
27
13

90

ICV
[1000000]

ICV
[2100000]
[2010000]
[2001000]
[2000100]
[2000010]
[2000001]

ICV
[3210000]
[3111000]
[3101100]
[3100110]
[3100011]
[3020100]
[3011010]
[3010101]
[3010020]
[3002001]
[3001110]
[3000300]

ICV
[4321000]
[4221100]
[4212100]
[4211110]
[4210111]
[4210021]
[4201210]
[4200121]
[4200022]
[4122010]
[4121110]
[4112101]
[4112011]
[4111120]

Apendice |

v CINT:
<1111BBBB> <0>
v CINT:
<11009988> <1B>
<11119999> <2A>
<11119999> <39>
<11119999> <48>
<11009988> <57>
<2222AAAA> <66>
v CINT:
<11007744> <11A>
<10005655> <129>
<10005655> <138>
<10105656> <147>
<10016776> <156>
<11117777> <228>
<10005655> <237>
<10016776> <246>
<11007744> <255>
<11118888> <336>
<10005655> <345>
<33339999> <444>
v CINT:
<11005511> <1119>
<10003411> <1128>
<11003322> <1218>
<10001323> <1137>
<10002432> <1146>
<11114444> <1155>
<11003333> <1317>
<11114444> <1416>
<22226666> <1515>
<11113333> <2127>
<10101313> <1227>
<10002432> <2136>
<10012442> <1236>
<10001323> <2145>



(4-15)
(4-16)
(4-17)
(4-18)
(4-19)
(4-20)
(4-21)
(4-22)
(4-23)
(4-24)
(4-25)
(4-26)
(4-27)
(4-28)
(4-29)

(5-1)

(5-2)

(5-3)

(5-4)

(5-5)

(5-6)

(5-7)

(5-8)

(5-9)

(5-10)
(5-11)
(5-12)
(5-13)
(5-14)
(5-15)
(5-16)
(5-17)
(5-18)
(5-19)
(5-20)
(5-21)
(5-22)
(5-23)
(5-24)
(5-25)
(5-26)
(5-27)
(5-28)
(5-29)
(5-30)
(5-31)
(5-32)
(5-33)
(5-34)
(5-35)
(5-36)
(5-37)
(5-38)

[0146]
[0157]
[0347]
[0147]
[0148]
[0158]
[0246]
[0247]
[0257]
[0248]
[0268]
[0358]
[0258]
[0369]
[0137]

FP
[01234]
[01235]
[01245]
[01236]
[01237]
[01256]
[01267]
[02346]
[01246]
[01346]
[02347]
[01356]
[01248]
[01257]
[01268]
[01347]
[01348]
[01457]
[01367]
[01568]
[01458]
[01478]
[02357]
[01357]
[02358]
[02458]
[01358]
[02368]
[01368]
[01468]
[01369]
[01469]
[02468]
[02469]
[02479]
[01247]
[03458]
[01258]

29

17
18
19

21

24
25

12
28
15

M/MI
35
23
27
29
14
20

34
24
25
11
12
30

15
32
37
38
19

21
22

10
26

28

13
31
16
33

36
17
18

(29)

(15)

Z

(36)

(37)
(38)

(12)
(17)
(18)
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[4111111]
[4110121]
[4102210]
[4102111]
[4101310]
[4101220]
[4030201]
[4021120]
[4021030]
[4020301]
[4020202]
[4012120]
[4012111]
[4004002]
[4111111]

ICV
[5432100]
[5332110]
[5322210]
[5322111]
[5321121]
[5311221]
[5310132]
[5232201]
[5231211]
[5223111]
[5222220]
[5222121]
[5221311]
[5221131]
[5220222]
[5213211]
[5212320]
[5212221]
[5212122]
[5211231]
[5202420]
[5202321]
[5132130]
[5131221]
[5123121]
[5122311]
[5122230]
[5122212]
[5122131]
[5121321]
[5114112]
[5113221]
[5040402]
[5032221]
[5032140]
[5222121]
[5212320]
[5212221]

<10000331>
<10002432>
<11113333>
<10012442>
<10103535>
<11003333>
<11116666>
<10003411>
<11005511>
<11116666>
<22226666>
<11003322>
<10002432>
<44448888>
<10000331>

v

<11003300>
<10001211>
<10001110>
<10000200>
<10000111>
<10000111>
<10012332>
<11002200>
<10000201>
<10000110>
<10101111>
<11110000>
<10000201>
<10000111>
<11112222>
<10000110>
<11001122>
<10000110>
<10010220>
<10000111>
<10103333>
<11112222>
<10001211>
<10000201>
<10000110>
<10100202>
<10001110>
<10010220>
<10000200>
<10000201>
<10010330>
<10000110>
<11116666>
<11002200>
<11003300>
<10010110>
<11001122>
<10000110>

<1326>
<1425>
<3135>
<1335>
<1344>
<1434>
<2226>
<2235>
<2325>
<2244>
<2424>
<3234>
<2334>
<3333>
<1245>

CINT:

<11118>
<11127>
<11217>
<11136>
<11145>
<11316>
<11415>
<21126>
<11226>
<12126>
<21135>
<12216>
<11244>
<11325>
<11424>
<12135>
<12144>
<13125>
<12315>
<14124>
<13134>
<13314>
<21225>
< 12225>
<21234>
<22134>
<12234>
<21324>
<12324>
<13224>
<12333>
<13233>
<22224>
<22233>
<22323>
<11235>
<31134>
<11334>



(6-1)

(6-2)

(6-3)

(6-4)

(6-5)

(6-6)

(6-7)

(6-8)

(6-9)

(6-10)
(6-11)
(6-12)
(6-13)
(6-14)
(6-15)
(6-16)
(6-17)
(6-18)
(6-19)
(6-20)
(6-21)
(6-22)
(6-23)
(6-24)
(6-25)
(6-26)
(6-27)
(6-28)
(6-29)
(6-30)
(6-26)
(6-27)
(6-28)
(6-29)
(6-30)
(6-31)
(6-32)
(6-33)
(6-34)
(6-35)
(6-36)
(6-37)
(6-38)
(6-39)
(6-40)
(6-41)
(6-42)
(6-43)
(6-44)
(6-45)
(6-46)
(6-47)
(6-48)

FP
[012345]
[012346]
[012356]
[012456]
[012367]
[012567]
[012678]
[023457]
[012357]
[013457]
[012457]
[012467]
[013467]
[013458]
[012458]
[014568]
[012478]
[012578]
[013478]
[014589]
[023468]
[012468]
[023568]
[013468]
[013568]
[013578]
[013469]
[013569]
[023679]
[013679]
[013578]
[013469]
[013569]
[023679]
[013679]
[014579]
[024579]
[023579]
[013579]
[02468A]
[012347]
[012348]
(012378]
[023458]
[012358]
[012368]
[012369]
[012568]
[012569]
[023469]
[012469]
[012479]
[012579]

M/MI
32
33
25
26
18
38

46
40
12
50
14
31
16
17

44
20
34
22
23
39

27
28
42
30

27
28
42
30
15

21
35
47
48

24
11
41
29
43
19
45
10
36
37

Z

(36)
(37)

(38)

(39)
(40)
(41)
(42)

(43)

(44)

(45)
(46)
(47)
(48)

(49)
(50)

(48)

(49)
(50)

(3)

(4)

(6)

(10)
(11)
(12)
(13)
(17)
(19)
(23)
(24)
(25)
(26)

92

ICV
[6543210]
[6443211]
[6433221]
[6432321]
[6422232]
[6421242]
[6420243]
[6343230]
[6342231]
[6333321]
[6333231]
[6332232]
[6324222]
[6323430]
[6323421]
[6322431]
[6322332]
[6322242]
[6313431]
[6303630]
[6242412]
[6241422]
[6234222]
[6233331]
[6233241]
[6232341]
[6225222]
[6224322]
[6224232]
[6224223]
[6232341]
[6225222]
[6224322]
[6224232]
[6224223]
[6223431]
[6143250]
[6143241]
[6142422]
[6060603]
[6433221]
[6432321]
[6421242]
[6333321]
[6333231]
[6332232]
[6324222]
[6322332]
[6313431]
[6234222]
[6233331]
[6233241]
[6232341]

v
<11001100>
<10000100>
<10000000>
<11000000>
<10000100>
<11000011>
<22222222>
<11111111>
<10100101>
<10000000>
<10000010>
<10010000>
<11000000>
<10101010>
<10000100>
<10100101>
<10010000>
<10000100>
<10000010>
<33333333>
<10000100>
<10100101>
<11110000>
<10000000>
<10000000>
<11000000>
<10010110>
<11110000>
<11000000>
<20020220>
<11000000>
<10010110>
<11110000>
<11000000>
<20020220>
<10000100>
<11001100>
<10000100>
<10000100>
<66666666>
<10000000>
<11000000>
<11000011>
<10000000>
<10000010>
<10010000>
<11000000>
<10010000>
<10000010>
<11110000>
<10000000>
<10000000>
<11000000>

CINT:
<111117>
<111126>
<111216>
<112116>
<111315>

<113115>
<114114>
<211125>
<111225>
<121125>
<112125>
<112215>
<121215>
<121134>
<112134>
<131124>
<112314>
<113214>
<121314>
<131313>
<211224>
<112224>
<212124>
<121224>
<122124>
<122214>

<121233>
<122133>
<213123>
<123123>
<122214>
<121233>
<122133>
<213123>
<123123>
<131223>
<221223>
<212223>
<122223>
<222222>
<111135>
<111144>
<111414>
<211134>
<111234>
<111324>
<111333>
<113124>
<113133>
<211233>
<112233>
<112323>
<113223>



(6-49)
(6-50)

(7-1)

(7-2)

(7-3)

(7-4)

(7-5)

(7-6)

(7-7)

(7-8)

(7-9)

(7-10)
(7-11)
(7-12)
(7-13)
(7-14)
(7-15)
(7-16)
(7-17)
(7-18)
(7-19)
(7-20)
(7-21)
(7-22)
(7-23)
(7-24)
(7-25)
(7-26)
(7-27)
(7-28)
(7-29)
(7-30)
(7-31)
(7-32)
(7-33)
(7-34)
(7-35)
(7-36)
(7-37)
(7-38)

(8-1)
(8-2)
(8-3)
(8-4)
(8-5)
(8-6)
(8-7)
(8-8)
(8-9)
(8-10)
(8-11)

[013479]
[014679]

FP
[0123456]
[0123457]
[0123458]
[0123467]
[0123567]
[0123478]
[0123678]
[0234568]
[0123468]
[0123469]
[0134568]
[0123479]
[0124568]
[0123578]
[0124678]
[0123569]
[0124569]
[0123589]
[0123679]
[0125679]
[0124589]
[0125689]
[0234579]
[0123579]
[0234679]
[0134579]
[0124579]
[0135679]
[0124679]
[0124689]
[0134679]
[0134689]
[012468A]
[013468A]
[013568A]
[0123568]
[0134578]
[0124578]

FP
[01234567]
[01234568]
[01234569]
[01234578]
[01234678]
[01235678]
[01234589]
[01234789]
[01236789]
[02345679]
[01234579]

49 (28)
13 (29)

MMl Z

35

23

27

29

14

20

7

34

24

25

11

12 (36)
30

5

15

32

37 (37)
38 (38)
19

6

21

22

2

9

10

26

3

28

4

13

31

16

33

8

1

36 (12)
17 (17)
18 (18)

M/MI Z
23
22
26
14
16
6
20
8
9
10
11

93

[6224322]
[6224232]

ICV
[7654321]
[7554331]
[7544431]
[7544332]
[7543342]
[7533442]
[7532353]
[7454422]
[7453432]
[7445332]
[7444441]
[7444342]
[7443532]
[7443352]
[7442443]
[7435432]
[7434541]
[7434442]
[7434343]
[7433452]
[7424641]
[7424542]
[7354351]
[7353442]
[7345342]
[7344532]
[7344451]
[7344433]
[7344352]
[7343542]
[7336333]
[7335442]
[7262623]
[7254442]
[7254361]
[7444342]
[7434541]
[7434442]

ICV
[8765442]
[8665542]
[8656542]
[8655552]
[8654553]
[8654463]
[8645652]
[8644563]
[8644464]
[8566452]
[8565552]

<11110000>
<11000000>

1V

<11000000>
<10000000>
<10000000>
<10000000>
<10000000>
<10000000>
<10010000>
<11000000>
<10000000>
<10000000>
<10100000>
<11110000>
<10000000>
<10000000>
<11110000>
<10000000>
<11000000>
<10000000>
<10010000>
<10000000>
<10100000>
<11110000>
<10000000>
<10000000>
<10000000>
<10100000>
<10000000>
<10010000>
<10000000>
<10000000>
<10010000>
<10000000>
<11110000>
<11000000>
<11000000>
<10010000>
<11000000>
<10000000>

v

<11000000>
<10000000>
<11000000>
<10000000>
<10000000>
<11110000>
<11000000>
<11110000>
<22220000>
<11110000>
<10100000>

<121323>
<132123>

CINT:

<1111116>
<1111125>
<1111134>
<1111215>
<1112115>
<1111314>
<1113114>
<2111124>
<1111224>
<1111233>
<1211124>
<1111323>
<1121124>
<1112214>
<1122114>
<1112133>
<1121133>
<1311123>
<1113123>
<1131123>
<1121313>
<1131213>
<2111223>
<1112223>
<2112123>
<1211223>
<1121223>
<1221123>
<1122123>
<1122213>
<1212123>
<1212213>
<1122222>
<1212222>
<1221222>
<1112124>
<1211214>
<1121214>

CINT:

<11111115>
<11111124>
<11111133>
<11111214>
<11112114>
<11121114>
<11111313>
<11113113>
<11131113>
<21111123>
<11111223>



(8-12) [01345679] 27 [8556543]  <10000000> <12111123>
(8-13) [01234679] 13 [8556453]  <10010000> <11112123>
(8-14) [01245679] 4 [8555562]  <10000000> <11211123>
(8-15) [01234689] 29 (29) [8555553]  <10000000> <11112213>
(8-16) [01235789] 5 [8554563]  <10000000> <11122113>
(8-17) [01345689] 17 [8546652]  <11110000> <12111213>
(8-18) [01235689] 18 [8546553]  <10010000> <11121213>
(8-19) [01245689] 19 [8545752]  <10100000> <11211213>
(8-20) [01245789] 7 [8545662]  <11000000> <11212113>
(8-21) [0123468A] 21 [8474643]  <11110000> <11112222>
(8-22 )[0123568A] 2 [8465562]  <10000000> <11121222>
(8-23) [0123578A] 1 [8465472]  <11000000> <11122122>
(8-24) [0124568A] 24 [8464743]  <11110000> <11211222>
(8-25) [0124678A] 25 [8464644]  <22220000> <11221122>
(8-26) [0134578A] 3 [8456562]  <11000000> <12112122>
(8-27) [0124578A] 12 [8456553]  <10000000> <11212122>
(8-28) [0134679A] 28 [8448444]  <44440000> <12121212>
(8-29) [01235679] 15 (15) [8555553]  <10000000> <11121123>
N FP M/MI ICV 1\ CINT:
(9-1) [012345678] 9 [9876663] <11000000>  <111111114>
(9-2) [012345679] 7 [9777663] <10000000>  <111111123>
(9-3) [012345689] 11 [9767763] <10000000>  <111111213>
(9-4) [012345789] 4 [9766773] <10100000>  <111112113>
(9-5) [012346789] 5 [9766674] <10010000>  <111121113>
(9-6) [01234568A] 6 [9686763] <11110000>  <111111222>
(9-7) [01234578A] 2 [9677673] <10000000>  <111112122>
(9-8) [01234678A] 8 [9676764] <10010000>  <111121122>
(9-9) [01235678A] 1 [9676683] <11000000>  <111211122>
(9-10) [01234679A] 10 [9668664] <11110000>  <111121212>
(9-11) [01235679A] 3 [9667773] <10000000>  <111211212>
(9-12) [01245689A] 12 [9666963] <33330000>  <112112112>
N FP M/MI ICV WY, CINT:
(10-1) [0123456789] 5 [A988884] <11000000>  <1111111113>
(10-2) [012345678A] 2 [A898884] <11110000>  <1111111122>
(10-3) [012345679A] 3 [A889884] <11110000>  <1111111212>
(10-4) [012345689A] 4 [A888984] <11110000>  <1111112112>
(10-5) [012345789A] 1 [A888894] <11000000>  <1111121112>
(10-6) [012346789A] 6 [A888885] <22220000>  <1111211112>
N FP M/MI ICV v CINT:
(11-1) [0123456789A] 1 [BAAAAA5]  <11110000>  <11111111112>
N FP M/MI ICV v CINT:

(12-1) [0123456789AB] 1 [CCCCCC6]  <CCCCO000>  <11111111111>
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Complejos Khas

Conjuntos de cardinal 4

4-1(12)

3.12

5. 1245

6. 123/36589

4-2(25)

3.1236

5.123891113 36

6. 12 3/36 4/37 89 10/39 11/40 14 15 16 21 22

4-3(14)

3.23

5. 13101617

6. 12 3/36 4/37 14 15 27

4-4(24)

3.1347

5. 234611143738

6. 123/3658910/39 11/40 14 15 16 18

4-5(26)

3.1458

5. 456791315 38

6. 23/36 4/37 5 6/38 7 9 12/41 15 16 17/43 18 21 22

4-6(14)

3.159

5. 571436

6. 56/38 79 11/40 12/41 18

4-7(14)

3.34

5. 361821

6. 15141516 19/44 20 31

4-8(13)

3. 45

5. 672022

6. 56/38 7 16 17/43 18 19/44

Apendice Il

24 Los datos sobre los complejos Kh que se muestran en este Apéndice fueron obtenidos por medio de un programa

informatico especialmente escrito a tal efecto por los autores de este libro.
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4-9(8)

3.5

5. 719

6. 56/38718 30

4-10(14)

3. 27

5. 2102325

6. 128911/4027 32 33

4-11(26)

3.2467

5. 23923242627

6. 128910/39 11/40 14 15 21 22 24/46 31 32 33 34

4-12(25)

3.23810

5. 481016 18 26 28 31

6. 23/36 5 10/39 13/42 15 21 23/45 27 28/49 30 31 34

4-13(25)

3.25710

5. 4101219 25 29 31 36

6. 23/36 5 11/40 12/41 13/42 18 23/45 25/47 27 29/50 30 33

4-14(24)

3.24911

5. 51117 18 20 23 27 29

6. 589 11/40 14 16 18 24/46 25/47 31 32 33

4-15(26)

3.3578

5. 6910 14 19 28 30 32

6. 259 12/41 16 17/43 18 21 22 24/46 27 30 31 34

4-16(26)

3. 4589

5. 714 15 18 20 24 29 30

6. 56/387 9 12/41 16 17/43 18 22 25/47 26/48 31 33 34

4-17(14)

3. 311

5. 111621 32

6. 814 1516 19/44 20 27 31

4-18(24)

3.351011

5. 16 18 19 22 31 32 36 38

6. 5 11/40 13/42 15 17/43 18 19/44 27 28/49 29/50 30 31

4-19(20)

3.341112

5. 1317 21 22 26 30 37

6. 14 15 16 19/44 20 21 22 31 34
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4-20(14)

3. 411

5. 20212738

6. 14 15 16 18 19/44 20 31 32

4-21(14)

3. 68

5. 89243334

6. 292122333435

4-22(25)

3. 67911

5. 11232427 30 34 35 36

6. 89 11/40 14 16 22 24/46 25/47 26/48 31 32 33 34

4-23(12)

3.79

5. 14232935

6. 89 18 25/47 32 33

4-24(14)

3. 6812

5. 13 26 30 33

6. 1516 2122313435

4-25(10)

3.8

5. 1528 33

6. 72122303435

4-26(14)

3. 711

5. 252732 3537

6. 14 25/47 26/48 27 31 32 33

4-27(25)

3.781011

5. 2526 2829 31 32 34 38

6. 15 18 21 23/45 24/46 25/47 27 28/49 29/50 30 31 33 34

4-28(4)
3. 10
5. 31
6. 2730

4-29(26)

3.25811

5. 51316 19 20 24 25 28

6. 59 10/39 12/41 15 16 17/43 18 21 22 27 30 33 34
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Conjuntos de cardinal 5

5-1(9)
3.1236
4.123
6. 12

5-2(15)
3.123467
4. 1241011
6.1289

5-3(14)
3.123467
4. 234711
6. 11415

5-4(16)
3.123457810
4. 1451213

6. 23/365

5-5(14)
3.12458911
4. 1561429
6.59

5-6(13)
3. 134578
4. 457815
6. 516

5-7(14)
3.14589
4.568916
6. 56/38718

5-8(11)
3.1236810
4. 21221

6. 221

5-9(17)
3. 12345678
4. 25111521
6. 292122

5-10(13)
3.2357810
4. 310121315
6. 227
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5-11(16)
3.123467911
4. 24141722
6. 814 16

5-12(7)
3.2456710
4. 13

5-13(18)
312345681112
4. 25192429

6. 1516 21 22

5-14(14)
3.1345789
4. 46151623
6. 918

5-15(10)
3.14589
4. 51625
6. 722

5-16(13)
3.23581011
4. 312171829
6. 1527

5-17(10)
3.23491112
4. 31419

6. 14

5-18(15)
3.2345891011
4. 712141618

6. 531

5-19(15)
3.235781011
4. 913151829
6. 518 30

5-20(13)

3. 2458911
4. 81416 20 29
6. 16 18

5-21(14)

3.341112

4. 7171920

6. 14 15 16 19/44 20 31



5-22(10)
3.345101112
4. 81819

6. 19/44

5-23(15)
3.2467911

4. 10111422 23
6. 893233

5-24(17)
3.245678911
4. 1116212229
6. 9223334

5-25(13)
3.25781011
4. 1013 26 27 29
6. 27 33

5-26(18)
3.234678101112
4. 111219 24 27

6. 152131 34

5-27(14)
3.2467911

4. 11142022 26
6. 143132

5-28(15)
3.235781011
4. 12152527 29
6. 213034

5-29(16)
3.2457891011
4. 1314 16 23 27
6. 18 25/47 33

5-30(18)
3.34567891112
4. 151619 22 24

6. 16223134

5-31(14)
3.235781011
4. 1213182728
6. 27 30

5-32(13)
3.35781011
4. 1517 18 26 27
6. 2731
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5-33(10)

3. 6812

4. 212425

6. 21223435

5-34(11)

3. 67891011
4. 212227

6. 3334

5-35(9)
3.67911
4. 222326
6. 3233

5-36(15)
3.12356791011
4. 26131822

6. 11/40

5-37(10)
3.13471112
4. 41926

6. 14

5-38(15)
3.1345781011
4. 45182027

6. 1518

Conjuntos de cardinal 6

6-1(16)
3.123467
4.123471011
5. 123

6-2(26)

3.1234567810
4.12345101112131521
51248910

6-3/6-36 (17)
3.1234567810
4.123451213
5. 4

6-4/6-37 (10)

3.1234568
4. 235
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6-5(30)

3.123457891011
4.1456789121314 1516 18 29
5. 45671819

6-6/6-38(11)
3.14589
4. 568916
5. 7

6-7(13)
3. 14589

4. 56891625
5. 715

6-8(20)
3.123467911

4. 1241011141722 23
5. 21123

6-9(30)

3.12345678911

4. 12456101114 1516 21 22 23 29
5. 25914 23 24

6-10/6-39 (15)
3123456781011
4. 24111229

6-11/6-40 (21)
3.1234567891011
4.246101113141822
5. 36

6-12/6-41 (16)
3.123457891011
4. 56131516 29

6-13/6-42 (10)
3.235781011
4. 121318

6-14(26)

3.12346791112
4.2347111417192022 26
5. 31117212737

6-15(31)

3.12345678101112

4, 23457111217 181920 24 27 29
5. 313162126 38
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6-16(31)
3.1234567891112

4. 24578141516 17 19 20 22 24 29
5. 61113202130

6-17/6-43 (16)
3.123457891011
4. 5815161829

6-18(30)
3123457891011

4. 4568913141516 18 20 23 27 29
5. 71419 20 29 38

6-19/6-44 (15)
3.3458101112
4. 7817181920
5. 2122

6-20(9)
3.341112
4. 7171920
5. 21

6-21(28)
3.12345678101112

4. 251112 1519 21 24 25 27 29
5. 89132628 33

6-22(28)
3.1234567891112

4. 25111516 19 21 22 24 2529
5. 913 15 24 30 33

6-23/6-45(10)
3.235781011
4. 121327

6-24/6-46 (15)
3.234567891011
4. 11141522 27

6-25/6-47 (17)
3. 24567891011
4. 13 14 16 22 23 26 27
5. 29

6-26/6-48 (10)
3. 45678911
4. 1622 26

6-27(23)
3.235781011

4. 31012131517 18 26 27 28 29
5. 10 16 25 31 32
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6-28/6-49 (10)
3.235781011
4. 121827

6-29/6-50 (10)
3.235781011

4. 131827

6-30(19)

3.235781011

4. 912131518 2527 28 29
5. 19 28 31

6-31(31)
3.23456789101112

4, 7111214151617 1819 20 22 24 26 27

5. 182126273032

6-32(16)
3.2467911

4. 10 11 14 20 22 23 26
5. 232735

6-33(26)

3.24567891011

4. 101113 14 16 21 22 23 26 27 29
5. 23 24 2529 34 35

6-34(28)
3. 234567891011 12

4. 11121516 19 21 22 24 25 27 29
5. 2426 28 30 33 34

6-35(7)

3. 6812
4. 212425
5. 33
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