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Procesamiento Digital de Sefiales de Audio Dr. P. Cetta

TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

N-1
X (k) — Z X(n)e—erjkn/N
n=0

parak=0,1,2,...,N-1

La TDF es una funcion de variable discreta, describiremos como se obtiene esta expresion
matematica aplicada al analisis de sefiales digitales y qué representa.

Movimiento oscilatorio armonico y sonidos puros

Los movimientos oscilatorios conforman el estimulo en la percepcion de la sensacion sonora, y
la complejidad de ese movimiento determina la complejidad del sonido percibido. Vamos a
definir mateméaticamente el movimiento oscilatorio mas simple —denominado movimiento
oscilatorio arménico- que sirve de estimulo a la percepcion de los sonidos puros.

Partimos de un sistema analogo, un objeto que se desplaza con movimiento circular uniforme.
La proyeccion sobre un eje de un punto con movimiento circular uniforme describe un
movimiento oscilatorio armonico.

\ 4

—

Proyeccién del movimiento circular uniforme en oscilatorio arménico.

Un objeto realiza un movimiento circular uniforme si su trayectoria es una circunferencia y si su
velocidad es constante, por lo cual, recorre longitudes de arco iguales en tiempos iguales.

Sielarco PQ es el espacio recorrido y t es el tiempo empleado en recorrerlo, su velocidad es

_PR
ot

\Y

A la velocidad también podemos definirla en funcién del &ngulo barrido o &ngulo de fase (€). A
esta forma de expresar la velocidad la denominamos angular (w).

0
o=—
t

Y desde aqui expresar el angulo en funcion de la velocidad angular:

0=t
Los angulos pueden expresarse en distintos sistemas de medida, los mas habituales suelen ser el sistema sexagesimal,
que mide los angulos en grados sexagesimales, o el sistema natural que los mide en radianes.
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El sistema sexagesimal parte de un angulo recto, que mide 90°, y define la unidad, 1°, como la noventa ava parte del
angulo recto.

El sistema natural expresa la medida de un angulo a través de un nimero abstracto, y es el que se utiliza en
matematica, dado que las variables que se utilizan son numéricas. La unidad en este sistema, 1 radian, se define a
partir de una circunferencia de radio r, y es el angulo que barre un arco de circunferencia cuya longitud es igual al
radio.

_ longitud del arco
longitud del radio

Como la longitud de la circunferencia es 2 r, el angulo que corresponde a una vuelta completa es

2rr
og=—=
r

27

El angulo mide 2= radianes. Los radianes suelen abreviarse rad, pero en general no se escribe.

Podemos relacionar, entonces, ambos sistemas de medida recordando que a una vuelta completa le corresponde un
angulo de 360°, cuatro angulos rectos, y equivale a 2x radianes. Luego, 180° es & radianes y 90° es /2 radianes.

Nos interesa determinar la elongacion (y), la distancia vertical del objeto al eje horizontal, que
es igual a la proyeccion del radio de la circunferencia sobre el eje vertical.

y=Asing

Dado un tridngulo rectangulo, se define al seno del angulo (sin o) como el ndmero que resulta del cociente entre la
longitud del cateto opuesto y la longitud de la hipotenusa.

Asi, expresamos y en funcién del angulo del sistema analogo, o angulo de fase, y la amplitud A,
o radio. Si deseamos la elongacion expresada en funcion del tiempo, podemos reemplazar el
valor del angulo por wt, recurriendo a la velocidad angular.

y = Asin(at)

En este caso el movimiento oscilatorio comienza con fase inicial 6 = 0. Si el movimiento
comienza en cualquier otra posicion deberiamos sumar el valor del angulo de fase inicial al
inicio del movimiento (t = 0).

y = Asin(at + ¢)

Para independizarnos del movimiento circular, podemos expresar la velocidad angular @ en
funcion de la frecuencia (f) que es la cantidad de ciclos por segundo.

En el movimiento circular uniforme un giro de 360° se desarrolla en el tiempo que dura un
ciclo, (T). Por lo tanto, si

=

0_2x
t T

Como la frecuencia y el periodo se vinculan por f =1/T, nos queda que
w = 27t .Reemplazando la velocidad angular resulta:

y = Asin(2rz ft + @)

El valor de la elongacién para una frecuencia dada est4d ahora en funcion del tiempo. Esto
podriamos anotarlo como y = y(t).
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La descripcion matematica de la sefial digital es similar. La variable tiempo ya no transcurre de
manera continua, sino que asume valores discretos.

y(n) = Asin(2z T +¢)
donde n es el nimero de muestra considerado y T es el periodo de muestreo (el tiempo que
transcurre entre una muestra y la siguiente). El tiempo ahora se mide por cantidad de periodos
de muestreo (nT).
Si R es la frecuencia de muestreo (0 cantidad de muestras tomadas por segundo), podemos

relacionarla con el periodo de muestreo T, del mismo modo que la frecuencia y el periodo en el
movimiento oscilatorio, T =1/R.

y(n) = Asin(2z/R + @)
Dado que R es una constante que depende del problema, para simplificar los calculos en la
practica se escribe:

y(n) = Asin(2z fn+¢) = Asin(on + ¢)

Dos ciclos de una sefial sinudoidal de 1000Hz, muestreada a 32kHz, y 32 muestras por ciclo.

Recordemos la ley fundamental que se emplea en audio digital, conocida como Teorema de Nyquist (1928), expresa
que para muestrear una componente de frecuencia X, la frecuencia de muestreo debe ser por lo menos de 2X. Por
ejemplo, si deseamos registrar un sonido puro de 10.000 Hz, R debe ser de al menos de 20.000 Hz. Una frecuencia de
muestreo de 44.100 Hz (de un disco compacto, por ejemplo) deberia, al menos en la teoria, permitirnos registrar
digitalmente sonidos cuya componente de frecuencia mas alta sea de 22.050 Hz.

Si la frecuencia de muestreo es exactamente igual al doble de la frecuencia del sonido a digitalizar, cada ciclo estara
representado por sélo dos valores (criticamente muestreado). Esto se observa en la figura siguiente.

Sinusoide criticamente muestreada, con dos muestras por ciclo.

Si la frecuencia de muestreo es menor al doble de la frecuencia del sonido se produce una indeterminacion
denominada aliasing, que produce distorsion. Puede verse en el siguiente grafico que la lectura de las muestras
obtenidas reproduce una componente de menor frecuencia que no existia en la sefial original.
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Una sinusoide muestreada por menos de dos muestras por ciclo, que produce aliasing .

Para evitar el aliasing se emplea, en los conversores, un filtro pasa-bajos en la entrada. Su frecuencia de corte se
encuentra a la mitad de la frecuencia de muestreo, e impide que cualquier componente que supere en frecuencia la
mitad de R pase al conversor analdgico-digital. Recordemos que un filtro pasa-bajos deja pasar todas las componentes
que se encuentran por debajo de su frecuencia de corte y retiene al resto. Otro filtro pasa-bajos a la salida, suaviza el
contorno de la forma de la sefial generada por el conversor digital-analégico a partir de la secuencia de nimeros
almacenada. Una sefial criticamente muestreada s6lo puede ser reproducida como una sefial sinusoidal, dado que la
frecuencia de corte del filtro no permite el paso de arménicos.

Retomando las cuestiones matematicas que nos ocupan, veamos ahora otra forma de expresar la
funcion y(n) = Asin(en + ¢)

Nuestra funcion es una constante A multiplicada por el seno de la suma de dos angulos. La
trigonometria ensefia que

sin(a + ) =sina cos S+ cos asin

Entonces, podemos escribir

y(n) = Asin(on + ¢) = Alsin(en) cos ¢+ cos(ewn) sin ¢
= Asin ¢ cos(wn) + Acos @sin(wn)
=acos(wn) +bsin(wn)

donde a=Asing y b= Acos¢g

Si deseamos obtener el valor de A, utilizamos la relacion trigonométrica fundamental
sin®¢+cos’ ¢ =1

Sumando los cuadrados deay b

a’ +b* = (Asing)® + (Acos ¢)*
= A%sin® ¢+ A’ cos’ ¢
= A*(sin® ¢ +cos® ¢)
= A?

Por lo tanto, la amplitud es
A=+a?+b?

Para conocer el &ngulo de fase inicial planteamos el siguiente cociente
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Asing
Acos ¢

tang

a
b

Dado un triangulo rectangulo, se define al coseno del angulo (cos o) como el nimero que resulta del cociente entre la
longitud del cateto adyacente y la longitud de la hipotenusa. Dado un triangulo rectangulo, se define a la tangente del
angulo (tan a) como el nimero que resulta del cociente entre la longitud del cateto opuesto y la longitud del cateto
adyacente, resultando igual al cociente entre el seno y el coseno del angulo.

Conocida la tangente del &ngulo, podemos conocer el angulo a través de su inversa, ¢cual es el

. a . . . .
angulo cuya tangente vale B ?, esta relacion se denomina arco tangente y se escribe asi:

a
=tan?—
¢ b

Identidad de Euler

La identidad de Euler, una formula muy utilizada en el procesamiento digital de sefiales de
audio, nos dice que

el’ =cos@ + jsing

e, al igual que =, es un nimero irracional cuyo valor es 2.718281828459..., y j representa a la
unidad imaginaria.

El conjunto de nimeros reales, R, puede representarse mediante una recta, que llamamos recta real, donde a cada
punto que la forma le corresponde un nimero real. Las operaciones que realizamos con estos ndmeros cumplen con
los axiomas y leyes que definen a R.

Pero en el caso de /—1 no encontramos solucién en R, y en consecuencia se define un nuevo conjunto de nimeros.
Estos son los nimeros imaginarios (1), a cuya unidad llamaremos j, y que también pueden ser representados en una
recta, denominada recta imaginaria.

j=v1

Ambos conjuntos, R e I, definen un nuevo conjunto de nimeros, los nimeros complejos, C.

Un ndmero complejo se expresa asi: Z=X+ Jy, donde x es la parte real del complejo, e y la
parte imaginaria.

Consideremos un par de ejes cartesianos ortogonales, donde el horizontal es la recta real y el
vertical la recta imaginaria. Ambos ejes determinan un plano, llamado el plano complejo, en el
cual cada punto de ese plano tiene una componente real y una imaginaria. Por esto podemos
expresar el nimero complejo z en forma polar del siguiente modo:

Z=rcos@+ jrsing

donde r es el vector que posiciona al punto, y 6 el &ngulo que forma r con el semieje positivo de
la recta real.

Haciendo uso de la identidad de Euler podemos escribir a z de la siguiente forma:

z=re!’ =r(cos@+ jsin@) =rcos@+ jrsind
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Esta forma exponencial reduce considerablemente la dificultad de las operaciones con nimeros
complejos. En la multiplicacién, por ejemplo, la operacion resulta mas simple:

22, = (" )(re’™) = (5 ,)(e"e") = el

Solo basta recordar las propiedades del producto de potencias de igual base, para comprender lo anterior.

Por otra parte, es interesante observar que haciendo @ = en la relacion de Euler, surge la
férmula considerada de singular belleza

el” =cosxz+ jsinz
el”=-1+0
e +1=0

dado que retne de forma simple a las constantes e, «, j, 0 y 1 con las operaciones de suma,
multiplicacion, potenciacion e igualdad.

Otra derivacion importante surge de la suma de dos complejos conjugados, aquellos que tienen
su parte imaginaria con distinto signo. Si z, =cosé@+ jsin@, z2=cos@— jsing es el
complejo conjugado, con un angulo igual a —6.

imag

Complejos conjugados

En esta situacion se verifica que cos(—¢) =cos @, y por otro lado que sin(—8) =-sinéd
z,+2,=€"+e’ =cos @+ jsin@+cosf— jsin@ =2c0s
Lo que nos permite determinar la componente real como:

el? 719
cosf =——

Y si planteamos la diferencia entre estos complejos conjugados

7,-2,=e e =cos @+ jsin@—cos @+ jsin@=2jsing
podemos determinar la componente imaginaria del complejo:
o A-i0

) el’ —e™!
sing =

Observemos que expresamos seno y coseno del &ngulo en funcion de 6y - 6.
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La sinusoide compleja

En el procesamiento de sefiales digitales suele usarse el término sinusoidal para una sefal
definida tanto por la funcion seno como por la funcién coseno. De hecho, una funcion coseno
con fase inicial 0 no es sino una funcion seno con fase inicial —n/2. Su utilizacién es comun
cuando se trata de sefales representadas de forma compleja.

imag " =cosd+ jsing
b

/‘\\
N

Movimiento circular uniforme en el plano complejo.
Consideremos el movimiento circular uniforme de un punto sobre la circunferencia unitaria. La
proyeccion sobre el eje real describe un movimiento oscilatorio armoénico que es posible
expresar en términos del coseno del angulo de fase, y otro movimiento oscilatorio sobre el eje

imaginario, expresable como el seno del mismo angulo. Si recurrimos a la identidad de Euler,
podemos definirlo del siguiente modo:

el’ =cos@+ jsin@
0O, yaque 0=t

el =coswt + jsin wt
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Consideramos nuevamente

pilat) | a-i(et)
cos(at) = 5

notamos que en realidad cos(at) es la suma promediada de dos movimientos circulares de
sentidos opuestos, y por lo tanto contiene ambas frecuencias,

Del mismo modo,
el _g it

2

sinwt =

también contiene ambas frecuencias.

Movimientos circulares de igual velocidad y sentido opuesto.
Transformada Discreta de Fourier

La Transformada Discreta de Fourier (TDF) nos permite obtener el espectro de una forma de
onda. Este espectro estd representado por componentes sinusoidales cuyas frecuencias son
armonicos de una fundamental, denominada frecuencia fundamental de analisis.

Si partimos de una forma de onda arbitraria, x(n) y enviamos para su analisis una cantidad N de
muestras sucesivas, representativas de un dnico ciclo de una onda infinitamente periédica. El
resultado obtenido contiene los armonicos presentes en el periodo considerado de esa onda
supuestamente periddica.

Consideremos un caso simple, x(n)= 4 sin(wn), cuyo periodo esta representado por N muestras.
. . . 1
x(n) = Asin(en) = Asin(2z fn) = Asm(27rﬁ n)
Si N =8, los valores de amplitud para cada muestra del ciclo estaran dados por:

x(n) = Asin(Zn% n)= Asin(% n)
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y son:

A A A A

x(n) =0, N A’ﬁ’ 0, e - A, 5

Conn=0,1,2,3,456,7=0,...,N-1
La suma de todos los valores es igual a cero, porque la funcion seno es simétrica respecto al eje
horizontal. La pregunta es entonces como extraer de forma matematica la amplitud méxima de
esa sucesion de muestras.

Dado que x(n) = Asin(wn), si multiplicamos a la funcién por sin(wn) nos queda:
Asin(wn)sin(wn) = Asin®(wn)

Al elevar los valores de la funcién seno al cuadrado, la amplitud de cada muestra se vuelve
positiva en todos los casos. Si sumamos ahora los valores de todas las muestras, obtenemos lo
siguiente:

N-1
Zx(n)sin(a}n):0+A+A+é+0+é+ A+ _aa-NA
n=0 2 2 2 2 2

Hemos extraido, de este modo, la amplitud de x(n) a través de un procedimiento puramente
matematico. Del mismo modo, si x(n) representa a una forma de onda compleja, podriamos
utilizar el mismo procedimiento para extraer la amplitud de todas sus componentes.

En este caso multiplicariamos a la funcion x(n) por sin(wn), sin(2en), sin(3an), y asi
sucesivamente.

A fin de comprobar el procedimiento podemos multiplicar a la sefial x(n)= sin(@n) por sin(2 wn)
a fin de intentar extraer un segundo arménico. El resultado debe dar 0, pues sabemos de
antemano que la funcion a analizar es una Gnica sinusoide.

La solucidn al problema planteado la encontramos a partir de la utilizacion de la siguiente identidad trigonométrica:
sin(a)sin(B) = %[cos(a - pB)—cos(a+ f)]
Nos queda, entonces
N-1 N

D" Asin(wn)sin(2on) = 1?

3 [cos(—wn) —cos(3wn)]

N-1 N-1
= AZcos(—a)n) —éZcos(Bwn) =0
2 n=0 2 n=0

Consideremos ahora el caso de una forma de onda compleja cualquiera, ya que por el Teorema
de Fourier sabemos que siempre podra descomponerse en un nimero finito de ondas simples de
frecuencia y amplitud determinadas. La expresion de cada componente puede tener esta forma:

x(n) = Asin(an + ¢) = acos(wn) +bsin(wn)

Nos interesa determinar a y b para conocer Ay ¢.

10
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Podemos multiplicar las muestras por cos(wn) y sumar los resultados para extraer a
x(n) cos(awn) = acos?(wn) + bsin(en) cos(wn)

y multiplicar por sin(@n) para extraer b
x(n) sin(an) = a cos(wn) sin(@n) + bsin? (on)

Dado que
N—

LN

sin(wn) cos(wn) =0

=}

nos gueda entonces

Z

1x(n) cos(wn) = N > y N71x(n)sin(a;n) =N g

=]
Il
o

Luego por cos(2an) y sin(2en) para el segundo armonico, y asi sucesivamente. De modo
general podemos escribirlo como sigue.

N-1

a, :%NZx(n) cos(kan) y = x(n)sin(kaon)

1
- N5

Posteriormente, con los valores de ax y by podemos calcular la amplitud (A, y la fase
(&) correspondientes a cada armonico, teniendo presente que la amplitud obtenida corresponde
a la mitad de su valor real, pues se halla repartida entre el valor de frecuencia positivo (a«n) y
el negativo (-awn). El espectro calculado es, por lo tanto, simétrico alrededor de 0 Hz.

Tratemos de determinar ahora cudles son las frecuencias de las componentes que resultan del
andlisis. La variable k representa el indice de frecuencia, y la frecuencia fundamental de analisis
ocurre parak =1

kR
fk:W para k=0,1,2,...,N-1

fc es la frecuencia del arménico k, R es la frecuencia de muestreo (sampling rate), y N es el
nimero de muestras analizadas. Para k = 1, entonces, obtenemos la frecuencia de la
fundamental, para k = 2 la del segundo arménico, y asi sucesivamente.

Resumiendo podemos decir que mediante productos y sumas, determinamos la amplitud y el
angulo de fase de cada componente de la sefial analizada.

Otro modo de representar la funcién es valiéndonos de la relacion de Euler. En nuestro caso
podemos adaptar la identidad a las variables que nos interesan particularmente:

el?7" = cos(2x ft) + jsin(2x ft)

y dado que cos(-x) = cos(x) y sin(-x) = -sin(x), podemos escribir

11
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e 127" = cos(—27 ft) + jsin(-2x ft) =cos(27 ft) — jsin(27 ft)
kR
Como la frecuencia esta dada por kR/ N, y el tiempo por nT, 2xft se convierteen 27—nT

Y como R = U/T queda, simplificando, 27 ft =27zkn/N
Por lo tanto,
e 127kN — cos(27kn/ N) — jsin(2zkn/ N)

Si llamamos a a la parte real y b a la parte imaginaria, seguin vimos, podemos calcular Ay ¢
para cada componente.

Finalmente, la funcidn queda expresada del siguiente modo:
N-1 )
X (k) => x(n)e N parak=0,1,2, ...,N-1
n=0

TDF[x(n)]= X (k)
X (k) =2, +b* =A,

arg[X (0] tan* 2 g,

ay

Cada una de las componentes del espectro X(k) en que puede descomponerse una forma de onda compleja x(n), de la
que tenemos N muestras, puede obtenerse calculando su amplitud y su &ngulo de fase. Esto se logra sumando los
productos entre cada muestra y una funcion sinusoidal compleja.

El siguiente fragmento de programa en lenguaje C describe la aplicacion practica de la formula.

for(k = 0; k < N; k++4) { //k de 0 a N-1
real[k] = imagl[k] = 0; //se inicializan a 0
for(n = 0; n < N; n++) { //n de 0 a N-1
reall[k] += x[n] * cos(2Pi * k * n / N) ;
imagl[k] -= x[n] * sin (2Pi * k * n / N) ;
}
real[k] /=N ; //se escala por 1/N
imag[k] /= N ; //para A entre 0 y 1

}

Los datos almacenados en las matrices real e imag son los coeficientes a y b, desde donde se obtiene A y la fase. La
frecuencia representada por el indice k es, como vimos antes, f, =kR /N

Si analizamos 16 muestras de un sonido muestreado a 16.000 Hz, la frecuencia fundamental de
analisis corresponde a 1000 Hz (R/N), y las deméas componentes (armdnicos) tienen frecuencias
multiplos de esa fundamental.

La cantidad de valores gque se obtienen equivale a N (el nimero de muestras). Sabiendo que hay
16 muestras obtenemos 16 valores de a y b, y el resultado es en espejo, dado que al superar R/2
se produce aliasing. Algo similar ocurre en el cine, cuando se filma una rueda con rayos que
acelera su velocidad (una carreta, por ejemplo). En determinado momento, vemos que la rueda

12
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parece detenerse y comienza a girar en sentido opuesto. Recordemos que una pelicula también
es discreta, y esta formada por 24 cuadros por segundo.

Los primeros 9 (0 a 8) valores de k (hasta R/2, frecuencia de Nyquist) corresponden a las
frecuencias positivas del espectro, los siguientes, a las negativas en orden decreciente. Ejemplo:

k=0 ORIN Hz
k=1 1 RIN Hz
k=2 2 RIN Hz
k=8 8 RIN Hz = R/2
k=9 -7 RIN Hz
k=10  -6RINHz
k=15  -1RINHz

Los valores de amplitud para cada indice de frecuencia son, segin vimos, N E , @ excepcion del

armonico de 0 Hz (k = 0), también llamado DC por direct current, y el armonico con frecuencia
R/2 o frecuencia de Nyquist (k = 8 en el ejemplo anterior), que equivalen a N veces A. Esto se
produce porque tanto la componente de 0 Hz como la componente cuya frecuencia es la mitad
de la frecuencia de muestreo poseen su parte imaginaria igual a 0, sin que pueda distinguirse el
signo de la frecuencia. Una componente criticamente muestreada (dos muestras por ciclo) sélo
puede ser una funcién coseno, con valores A y —A. Y algo similar ocurre con el armonico a 0
Hz, pues con k = 0 su parte imaginaria es cero, y la real representa N veces su amplitud.

La TDF inversa nos permite convertir los datos de una sefial discreta representada en el dominio
de la frecuencia (espectro) al dominio del tiempo (forma de onda).

N-1 .
x(n) :%Z X (k)e# '™ paran=0,1,2, ..., N-1
k=0

Por otra parte, la Transformada Rapida de Fourier (FFT, por Fast Fourier Transfom) es un
algoritmo de computacién que implementa de manera rapida y eficaz la Transformada Discreta.
Requiere que N sea potencia de 2.

0dB

-100 dB

0 Hz R/2 Hz

Un ciclo de una sefial periédica con 4 arménicos, y su espectro calculado con la FFT.
Como es comun en la préctica, s6lo se representa la parte positiva.

13



Procesamiento Digital de Sefiales de Audio Dr. P. Cetta

EJEMPLOS Y APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

A fin de ilustrar los conceptos estudiados anteriormente, veremos algunos ejemplos sobre
tratamiento digital de sefiales. Otras aplicaciones interesantes ocurren en la resintesis de sonidos
complejos, utilizando instrumentos acusticos convencionales; cada instrumento imita el
comportamiento de los parciales de un sonido a emular. Esta técnica es comln en el
movimiento francés denominado espectralismo, que plantea en sus obras la resintesis de
espectros obtenidos de sonidos instrumentales grabados, o del calculo de espectros a partir de
técnicas de sintesis del sonido (sintesis aditiva, frecuencia modulada y amplitud modulada).

Para ello, utilizaremos el lenguaje de programacion para el procesamiento de sonido y musica
en tiempo real Max-MSP", y el entorno de programacioén para composicion asistida Open
Music?.

FFT

En el ejemplo 1, el objeto cycle~ produce una sinusoide que oscila entre +1y -1, y su frecuencia
es calculada para que coincida exactamente con la frecuencia fundamental de analisis R/N. La
frecuencia de muestreo es 44.100 Hz y el namero de muestras de la ventana de analisis es 256,
lo que da por resultado 172,266 Hz. Como se trata de una sefial sinusoidal, la TDF s6lo deberia
detectar energia para el primer arménico. Se observa en la tabla obtenida que el primer valor es
0, y corresponde a la componente de 0 Hz (k = 0). El segundo valor es 128 y corresponde a

A
N E para k = 1. Esto implica que la amplitud detectada es 0,5, o sea la mitad que corresponde

a las frecuencias positivas. El ultimo valor de la tabla también es 128 y representa a la
frecuencia negativa de nuestra sinusoide (k = 255). Segln se observa en el programa, los valores

de a y b los obtuvimos con el objeto fft~, y la amplitud fue calculada con v'a® +b? .

DATOS CAPTURADOS

E i 00012500 000 000 000 GO0 000 000 000 000 600 000
F172.266| frecuencia fundamental de andlisis 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00

000 0.00 0.00 000 000 0.00 0,00 0.00 0.00 000 0.00 0.00
0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000 000 000
0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000 000 000
0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000 0.00 0.00

\ l/ \ / \ f‘ 000 000 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000 000 0.00

\ / \\ )' \ / 000 000 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000 000 0.00

000 0.00 0.00 000 000 0.00 0,00 0.00 0.00 000 0.00 0.00

0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000 000 000

Transformada 0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000 000 000
de Fourier m~ 256 256 0 Forma de onda 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00
el ;“‘ b st': 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00

y'é Fi 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00

# elevado 2 cuadrado b elevada al cuadrado 55 050 0,00 000 000 0.0 600 300 560 D9 3 060

! 000 000 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000 000 0.00
000 0.00 0.00 000 000 0.00 0,00 0.00 0.00 000 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00128.00

i

aal cuadrado + b al cuadrado

@ raiz cuadrada

capture~ f 256 2

captura los primeros 256 valores

Ejemplo 1.

L http:/iwww.cycling74.com
2 http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/OpenMusic
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El ejemplo 2 es similar al anterior, pero en este caso ingresamos una sefial compuesta por los
primeros tres armoénicos, cuyas amplitudes son 0,5; 0,25 y 0,125 respectivamente. Se observan
nuevamente los resultados en espejo, con valores 64, 32 'y 16 (N.A/2).

frecuencia de muestreo {(sr) DATOS CAPTURADOS
Niimer de muestras (M) 0.64.32.16. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
0.0.0.0.0.0 0,000 0 0 0. 0.0
0.0.0.0.0.0 0.0.0. 00 0 0 0.0
Srim 0.0.0.0.0.0 0.0.0.0 0.0 0. 0.0
0.0.0.0.0.0 0,000 0 0 0. 0.0
0.0.0.0.0.0 0.0.0. 00 0 0 0.0
F172.266| frecuencia fundamental de andlisis 0. 0.0 0 00000 0.0 0.0 0 0.
.0.0.0.0.0.0 0.0.0 00,0 0.0
) — — 0.0.0.0.0.0 0,000 0 0 0. 0.0
fres primeras 0.0.0.0.0.000 00000 00
armanicos — — 0.0.0.0.0.0 0.0.0.0 0.0 0. 0.0
0.0.0.0.0.0 0.0.0.0 0.0 0. 0.0
|cyc|e~| |cyc|e~| |cyc|e~| 0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.
T T H 0.0.0.0.0.0 0.0.0. 00 0 0 0.0
armplitud de = = = .0.0.0.0.0.0 0.0.0 00,0 0.0
o e o ~0.5| ['~0.25 ['~0.125| 9006000000 000 0 0
tada armunico ? T 0.0.0.0.0.0. 0.0 0.0 0.0 018 32
H i 54
i
i
Transformada fft~ 256 256 0
~
N T e
F
af b A

P a3
Forma de onda
Em EE

C captura los primeros 256 valores
Ejemplo 2.

Los programas anteriores muestran el analisis de una sefial cuya fundamental, o primer
arménico, coincide exactamente con la frecuencia fundamental de andlisis de la TDF, pero esto
jamas ocurre en la practica. Para ello, es preciso tener en cuenta que las muestras a analizar (N)
siempre seran consideradas como un ciclo de una onda infinitamente periddica, aunque esto no
sea cierto. Asi como la onda estd muestreada en el tiempo, el espectro estd muestreado en
frecuencia, y los valores de frecuencia a detectar seran siempre los armonicos de la frecuencia
fundamental de analisis. En el primer ejemplo vimos que para R = 44100 y N = 256, su valor era
172,266 Hz. Pero qué ocurre si analizamos una sefial sinusoidal de 300 Hz que no coincide en
frecuencia con ningun armonico de esa fundamental de analisis. Dado que N no abarca
exactamente un ciclo de la sefial, la forma de onda a analizar ya no es mas sinusoidal, y por lo
tanto, posee arménicos, los mas prominentes en las frecuencias mas cercanas a los 300 Hz. La
informacion irrelevante de los resultados suele denominarse artefactos de analisis, y un modo
de minimizarla es a través de técnicas de modificacion de la forma de la ventana.

cycle~ 300
o AT IN 1/
\ ]‘ 1823031222207 182125108 0.0 78 62 6.1 65 6.0 48
434038 3533320302927 2625242312222
\/‘I J 312030 1912181717 17 16 16 1515 15 1.4

14141413 1313131212 1212121111 1.1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ; 11 14 11 10 10 10 10 10 10 10 1.0 1.0 0.9 0.9 0.8

080809080808 0803 0A0A080808E 080G

X(k) fﬂ~ 256 256 0 02080208 0808080208 0803808020808
T 08 0& 0& 07 0707070707 070707070707

fa E h Q¥ 07 0FO0FOFOFOTOFOF OFOFOT OF O OF

H § 07 0707 OF OF OF 07 OF 07 OF 07 07 07 07 07

. Qyog 0202020802028 08 080808080808

}{(ﬂ) Ifﬂ"" 256 255 0 020802080808 0802080009 090004900
08 080908080808 1010101010 1010 1.0
T 1 11 1 12 12 12 12 1.2 1.3 1.2

131414 14141515 15 16 161717 17 1.8 18
"""" (] /\ /_\ 19230 20 21 22 22 33 24 25 36 27 390 20 32 32
! J{ f’ 3538 4D 43 45 50 5561 6.8 70 0010.812.5182207
1132393
b | / I
Ejemplo 3.
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Segun se observa en la lista de datos capturados, el pico mas prominente aparece en el segundo
armonico de la fundamental de analisis (344,56 Hz), que es la frecuencia mas cercana a los 300
Hz. Suamplitud es 0,95 (A. N/ 2 =122,2).

256 muestras de una sinusoide de 300 Hz, muestreada a 44100 Hz. Se observa que no representa
un numero entero de ciclos de una sinusoide, sino un ciclo de una forma compleja.

Un modo de aumentar la resolucion en frecuencia es aumentar el tamafio de la ventana. Si R =
32000 Hz, y N = 32, la frecuencia fundamental de analisis es 1000 Hz y sus arménicos 2000,
3000, etc. Pero si aumentamos N a 3200 muestras, crece la resolucién en frecuencia, pues se
buscan componentes cada 10 Hz. En este caso, es mucho mas probable que la frecuencia a
detectar coincida con los arménicos de la frecuencia fundamental de analisis. Al mismo tiempo,
ocurre que la mayoria de los sonidos que nos interesa analizar distan mucho de ser periddicos,
son cambiantes en el tiempo. Como contrapartida, al aumentar la resolucion en frecuencia
disminuye la resolucion temporal, esto significa que si el sonido analizado varia, perdemos
informacion sobre sus estados intermedios al ir calculando como se transforma el espectro en el
tiempo. Una solucion a este problema es que la ventana no avance N muestras, sino que se
superponga a la anterior. A modo de ejemplo, si N = 1024, podemos correr la ventana cada 256
muestras, mejorando asi la resolucidn temporal.

20500 Ha

2130 He
3620 Ha

Representacion tridimensional de la sucesion de espectros de un sonido impulsivo.
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En el entorno Open Music se realiza la FFT a través de un objeto de la libreria SuperVP. La
informacion obtenida puede ser representada de diversas formas. Los datos que aporta el objeto
se almacenan en un archivo con el formato SDIF.

[ | '
L =

LR S

FFT
.

Hr-[a

=
© € ¢ & © ¢ o

5dii st

sdif2text getsdifdata
[3

¢ ©

o

T
©

AMP tiem collect

9 e
[
3

Ejemplo 4.

o
-3

7]

<

Sintesis Cruzada

La TDF nos permite realizar operaciones de transformacion de las sefiales representadas en el
dominio de la frecuencia, que no serian posibles en el dominio del tiempo. La aplicacién que
veremos a continuacién se denomina sintesis cruzada, y consiste en multiplicar los valores de
amplitud de las componentes de un sonido con los de otro. A modo de ejemplo, una sefal
constituida por golpes sobre un instrumento de percusion, puede articular la aparicion de una
mausica, que a la vez es filtrada por la envolvente espectral del instrumento percutido a causa de
la multiplicacion de los espectros. Para comprender mejor esta técnica es necesario tener en
cuenta algunas consideraciones previas.

La TDF de dos formas de onda sumadas ( f(n) y g(n) ) equivale a la suma de sus espectros.
DFT (f(n)+g(n)) =F(k)+G(k)

Del mismo modo, la TDF de una forma de onda multiplicada por una constante (a), equivale a
la multiplicacion de las muestras de amplitud del espectro por esa constante.

DFT (a. f (n)) = a.F (k)

En cambio, la TDF aplicada a la multiplicacién de dos formas de onda, no corresponde a la
multiplicacion de sus respectivos espectros, sino a la convolucion de los mismos.

DFT(f (n).g(n)) = F(k)*G(k)

17
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En el siguiente ejemplo, se observa la multiplicacion de dos sefiales, una compleja (formada por
componentes sinusoidales de 1000, 5000 y 10000 Hz) con otra simple de 500 Hz. Vemos que a
nivel espectral se produce la suma y la resta de las frecuencias de cada una de las componentes
de la sefial compleja, con la sinusoide de 500 Hz (1000 + 500, 1000 — 500, 5000 + 500, 5000 —
500, 10000 + 500 y 10000 — 500). Al resultado de la convolucién de espectros se lo suele
denominar modulacién en anillo, debido al nombre del circuito que realizaba esta operacion en
los sintetizadores analdgicos, y segun se ve en la figura, se obtiene multiplicando las muestras
de amplitud de las dos formas de onda en los medios digitales.

[cycle~ 1000 [cycle~ 5000 |[cycle~ 10000] [cycle~ 500]

§

H
i

Ejemplo 5.

A las componentes resultantes de la suma y la resta de las componentes de las dos sefiales de
entrada se las denomina también sonidos de combinacion (adicionales y diferenciales). En el
ejemplo que sigue, realizado en OM, se obtienen los sonidos de combinacién de las notas de dos
acordes. Cada nota de un acorde representa a una componente del “espectro”. El programa
realiza la suma y la resta de las frecuencias de las notas, y convierte los resultados de esas
operaciones a las notas mas cercanas (por 1/4 ¢ 1/8 de tono). Esta técnica es también comun en
el espectralismo.

faa00 6000 6600 7600) | [Baoo)

L0000 L0000

e (N>
N

NA* (N>
\is

CLECooe

Le

LCOCO

.

PRI
‘n

Ejemplo 6.
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input inputt inputd inputt
(13 [“P :
LIS >
length 5'
q listloop
f DX
©
(%]
[ ] repeat-n
flat il
f ©
j
listloop
: by c
reg-piano - -
mo->f me->f
g g
o
Y N
ot s [
sort. f' r
© ©
— Au—
1—3 1—3
¢ o f->me f-2me

remove-dup

-~
e
oo
b

'.4[—\‘

01

©

0 LISP
append
output r
©
&)
collect
©
© ©
) "
eachTime finally

Subpatches del Ejemplo 6.

Finalmente, la multiplicacion de dos espectros no equivale a la multiplicacidn de sus formas de

onda, sino a la convolucion de las mismas.

DFT(f(n)*g(n) = F(k).G(k)

Al realizar la multiplicacidn de dos espectros se produce un escalamiento de las componentes de
ambos. A modo de ejemplo, si una componente de frecuencia del primer espectro posee

amplitud 0, anula a la del otro espectro, y viceversa.

¥

| :
pfft= fftcross 512 4 ;
i

i

goes

==y
—
NN

Ejemplo 7.
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ftine 1 | |

ftout~ 1

Subpatch pfft~

Los objetos fftin~ realizan la FFT de cada una de las sefiales. El objeto cartopol~ (cartesianas a
polares) convierte los valores a y b de la segunda sefial en valores de amplitud, mediante

va® +b® . Finalmente, esos valores de amplitud son multiplicados por a y b de la primera
sefial, y se realiza la transformada inversa con fftout~ para convertir al dominio del tiempo.

Filtro FFT

Otra aplicacion posible es crear un filtro espectral a partir de una curva determinada, en nuestro
caso, dibujada con el mouse. El objeto multislider, sobre el cual se describe la curva, presenta
512 puntos que pueden variar entre -1 y 1. El subpatch tabla duplica esa curva en espejo y
almacena los valores en un buffer. Cada uno de los puntos de la funcion almacenada se
multiplica por los 1024 (N) pares de valores a y b calculados por la FFT, modificando asi la
amplitud de cada componente multiplo de la frecuencia fundamental de analisis de modo muy
preciso.

Planc Cera

ECUALIZADOR FFT
DE 512 BANDAS

.
\ =

3
I buffer- env_espectral 24

Fijo  Enw

1
§
I— (]
'4’3) o envoly_dinamica

Ejemplo 8.
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|
P

cartopol~ | index~ env_ezpectral
H H

S =T P———

§
e
[expr 1024 - @il

: : —==
|;r~> peeke env_sspectral switch 2
: : fetch $1
i 1
fitout~ 1

Subpatch pfft~ Subpatch tabla

Crossover FFT

Otra aplicacion posible consiste en separar las componentes espectrales en un nimero
determinado de bandas, a fin de obtener una sefial de audio para cada banda. Cada una de esas
sefiales puede ser destinada a un canal de audio diferente, a fin de espacializarlas con
trayectorias diferenciadas.

‘pfft'u crossov~ 1024 2‘

£4000. fftin~ 1 hanning

—

.
[

3 i i
[fftout~ 1 hanning| [Eftout~ 2 hanning

Ejemplo 9.
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Phase VVocoder

El phase vocoder se basa en la TDF, y comprende dos etapas, una de andlisis y otra de
resintesis. Entre una etapa y la otra, es posible modificar los datos obtenidos, a fin de realizar
operaciones de cambio de altura sin afectar la duracion del sonido, o cambio de duracion sin
afectar la altura. La etapa de resintesis consta de un banco de osciladores que reproducen los
valores de frecuencia y amplitud de cada componente, obtenidos durante el analisis.

Amplitud

Frecuencia

Input Output

FILTROS OSCILADORES

Anadlisis y resintesis en un phase vocoder.

sin{2aft)

Lowpass

X filter [ Magnitude

—

Input
Rectangular Frequency
to Subtract

polar Unwrap successive
Lowpass Phase | Phase
% ﬁltp values
er

f

cos|2wmit)

Filtro de un phase vocoder.

En cada filtro se realiza la multiplicacion de la sefial de entrada por un armonico de la
frecuencia fundamental de andlisis. Si esa componente esta presente en la sefial original, se
produce un adicional (cercano o igual al doble de su frecuencia) y un diferencial (cercano o
igual a 0 Hz). El adicional es eliminado mediante un filtro pasa-bajos. Luego se extrae la
frecuencia y la amplitud, pasando de coordenadas cartesianas (a y b) a polares (A y ¢). La
diferencia de fase de cada componente, obtenida entre el analisis de un blogue de muestras y el
siguiente, se suma al valor de frecuencia obtenido, a fin de corregir la diferencia que pueda
existir entre la frecuencia original y la frecuencia del arménico de anélisis.
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En los siguientes ejemplos, se muestra la implementacion de un phase vocoder en el entorno
OM, tanto en transposicion sin alterar la duracién, como en modificacion de la duracién sin
afectar la altura.

joo | fo-7o0xa7oo) |
3]

Eo] orden delfiltro

L] o © L7
‘ LY
F::::; ~ PV
supenvp-transposition

€ 0 000000 GOCGOGOCGO

o
SuPEr VP

supervp-processing

e

¢ 0 ©

Ejemplo 10.

f
©
SuPil VP
¢ © supervp-timestretch

€ 0000006 GOCCOGOGO
K
SuP[’(VV
supenp-processing

VAR Sev—

] ] ]

Ejemplo 11.
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Convolucion

Sefiales discretas

Sabemos que en la teoria de los sistemas discretos las sefiales son representadas mediante
secuencias. A la secuencia completa x, en la cual el enésimo término se representa por x(n), se la
expresa asi:

x(.)={x(n)}, —ow<n<w

La secuencia unitaria o impulso &(n), por su parte, se define como:

o(n)=0,n=0
1, n=0

Y la secuencia de escalén unitario u(n):

u(n)=0,n<0
1,n>0

Ambas secuencias se relacionan a partir de:

u(n) = anﬁ(k)

o(n)=u(n)—u(n-1)

Definimos como energia de una sefial a:

&= i|x(n)|2

n=-o

Las sefiales discretas son susceptibles de diversas transformaciones. Las operaciones de
transformacién basicas, como la suma, el producto y la multiplicacién de la secuencia por un
ndmero se representan,

X(:)+y() ={x(n)+y(n)}
X()-y() ={x(n)y(n}
ax(.)={ax(n}
y la seffal retrasada en k muestras:
y(n) =x(n—k)

donde k, al igual que n, son enteros.
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Una sefial cualquiera puede expresarse como una suma de impulsos escalados:
azo(n+3)+a,o(n+2)+a,0(n+1)+a,0o(n)+ao(nh—-1)+a,o(n-2)..

0(0) =1, por lo tanto, sélo cuando n vale -3, esa muestra tiene a, de amplitud. Esto puede
generalizarse mediante:

x(n) = 3" x(k).6(n—K)

k=—o0

Por ultimo, una transformacion cualquiera puede anotarse:
y(n) =T [x(m)]
Sistemas lineales e invariantes

Los sistemas lineales cumplen con el principio de superposicion
Tlax,(n) +bx, (m)] = aT [x, (W] + bT [x,(n)] = ay, (n) + by, (n)
a y b son constantes arbitrarias, las x son sefiales de entrada, y las y de salida.

Vimos que una secuencia puede ser representada como la suma secuencias unitarias escaladas y
retardadas.

y(n) = 3 x(K).5(n - k)

k=—0

Aplicando una transformacion nos queda:
y(n) :T{ > x(k).5(n - k)}
k=-00

y si es lineal,
o0

yn) = S x0)T[5(0 =)= 3 x(k)h, (0

k=—o0
siendo h, (n) larespuestaa o(n—K).

Por otra parte, si y(n) es la repuesta de un sistema a la sefial x(n), y se cumple que
y(n—K)es larespuesta a x(n—k), entonces decimos que el sistema es invariante en el tiempo.
Del mismo modo, si h(n) es la respuesta al impulso &(n), entones la respuesta a o(n—Kk) es
h(n—K). La ecuacion anterior se convierte, entones en

y(n) = ix(k).h(n k)
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ecuacion a la que se denomina de convolucion.

o0

y(n) = Z X(k).h(n —k) = h(n) * x(n)

k=—w0

Los siguientes sistemas son lineales e invariantes en el tiempo, y tienen idéntica repuesta al
impulso (el paso por la caja significa convolucién x(n) *h(n))

X(n) —>  hn)

'

h,(n) — y(n)

x(n) —> h,(n)

\ 4

h() —> Yy(n)

x(n) —> h(n)*h,(n) —> y(n)

Lo mismo ocurre con esta combinacién en paralelo.

\ 4

h.(n)

x(n) —» y(n)

h,(n)

\ 4

x(n) — () +h,(n) —> y(n)

Resumiendo, si la transformacion es la DFT:

DFT [f(n)+g(n)]=F(k)+G(K)

DFT [a. f (n)]=a.F (k)

Combinando estas propiedades podemos caracterizar a la DFT como una transformacion lineal.
DFT [a. f (n)+b.g(n)]=a.F (k) +b.G(k)

Sin embargo,

DFT [f (n). g(n)] =F (k) *G(k) (convolucion de los espectros)
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y(n) = x,(n).x,(n) = A cos(2z f,nT).A, cos(2z f,nT)

El espectro puede calcularse a partir de:
1
cos Acos B = E[cos(A+ B) +cos(A— B)]

De forma equivalente:

DFT [f (n) * g(n)] =F(k).G(k) (convolucioén de secuencias)

La convolucién lineal o aperiddica de dos secuencias f(n) y g(n) se define por:
y(n)= f(n)*g(n)=3 f(k)g(n—k)
k=0

siendo Ny = Nf + Ng -1

La respuesta a impulso tiene ceros a la derecha y a la izquierda, caso contrario es circular o

periodica.

Ejemplo:

f(n)={1213} g(n)={4,5} Ny=4+2-1=5

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4
k=0 1x4 1x5 1x0 1x0 1x0
(n-K)= 0 1 2 3 4
k=1 2x0 2X4 2x5 2x0 2x0
(n-K)= -1 0 1 2 3
k=2 1x0 1x0 1x4 1x5 1x0
(n-K)= -2 -1 0 1 2
k=3 3x0 3x0 3x0 3x4 3x5
(n-K)= -3 -2 -1 0 1
4 5
8 10
4 5
12 15
y(n) 4 13 14 17 15

Propiedades:

f(n)*o(n)= f(n) &n) = funcién de muestra unitaria

f(n)*5(n—d)= f(n—d)
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f(n)*a.o(n)=a. f(n)
f(n)*a.o(n—d)=a.f(n—-d)

Ejemplo n-d:

n=0,1234,5

d=4

n-d=-4,-3,-2,-1,0,1

An-d)=000010, pues &n) tiene ceros a la izquierda
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Ventanas

Los artefactos propios de analizar una sefial cuyas componentes no son mdltiplos de la
frecuencia fundamental de analisis (R/N), o bien de R, pueden ser minimizados mediante el uso
de diversas funciones de ventana. Hasta ahora, y sin habernos detenido en ello, al aplicar la DFT
a una sefial cualquiera, utilizamos una ventana rectangular de amplitud unitaria.

La DFT de una ventana rectangular es la funcién denominada sinc x (seno cardinal de X,
también llamada funcién de muestreo).

: sinx , . .
sinc(X)=—— 061six=0
X

En procesamiento de sefiales se emplea la funcidn seno cardinal normalizada, que se expresa:

sin 7z X

sinc (x) =
7T X

7
[}-_’H F A
peb |

N NN
", l,l' 1 i 7 :
-3 _E\J"LI—[].:E I\_/" :

Multiplicar la sefial a analizar por la ventana rectangular equivale a convolucionar la funcion
sinc(x) con cada armoénico de la frecuencia fundamental de analisis. A cada armdnico se le
superpone una copia centrada de sinc(x), cuyos cruces por cero coinciden con los arménicos

VECinos.

La DFT puede entonces interpretarse como un banco de filtros donde la respuesta de cada filtro
esta dada por la funcién sinc. Pongamos como ejemplo que la frecuencia de una componente no
es multiplo de la fundamental de andlisis, sino 1.5 veces ella, su amplitud entonces estara

determinada por:

sin(1.57)
157

sinc (X) = 20.log =-13.46 dB

Podemos considerar el valor absoluto de sinc(x) para observar mejor como se vera afectada la
magnitud de las componentes que no sean miltiplos exactos de la fundamental de andlisis, pero
sin olvidar que los valores negativos producen un cambio de fase en la resultante.
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Es posible disefiar otras ventanas diferentes a la rectangular, que generen I6bulos menos

ejemplo, es el resultado de aplicar una ventana de forma triangular.

pronunciados, controlando asi la amplitud de los artefactos de anélisis. La funcion sinc®(x), por

-3

W, (n) = & + (L— ) cos 21
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Otro tipo ampliamente usado es la ventana Hamming generalizada:

con

N-1
<n

N-1

— 100 —Aa0

para igual N. Observar que la primera llega a tocar el eje horizontal.

[AR]

0.6

O4r

<

2

Si a vale 0.54, la ventana se denomina Hamming, y si vale 0.5, se denomina hanning. El gréafico
de la izquierda muestra una ventana Hamming para un N = 256, y la de la derecha la hanning
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