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Acerca de los “Fundamentos de la Teoria de la Probabilidad”
de A. N. Kolmogorov *

Alberto H. Landro ? Mirta L. Gonzalez

Resumen: Si bien la literatura sobre la probabilidad ha considerado tradicionalmente ciertos supuestos acerca de
cudles fueron los objetivos y los alcances de los “Fundamentos de la Teoria de la Probabilidad (Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung)” en el desarrollo de la teoria de la probabilidad, un andlisis detallado de la obra de
Kolmogorov permite concluir que estas hipétesis son, en general, incorrectas y que estos errores de interpretacion
condujeron a desarrollos conceptuales y didacticos inadecuados.

1.- Introduccion

Los libros de texto consideran, habitualmente, que los “Grundbegriffe” de Kolmogorov constituyeron un
punto de inflexién en el desarrollo de la teoria de la probabilidad, cuya pretension era: i) solucionar el problema de
la falta de rigurosidad con que los matematicos de los siglos XVIII'y XIX y la primera mitad del siglo XX habian
tratado los problemas de la probabilidad; ii) considerar a la probabilidad como una idea primitiva, independiente de
cualquier interpretacion acerca de la naturaleza del azar y iii) a partir de la concepcidn de la teoria de la probabilidad
como un caso particular de una teoria matematica abstracta, definir una axiomatica que actuara como sistema de
referencia de las axiomaticas derivadas de las distintas interpretaciones de la nocion de probabilidad.

Un andlisis cuidadoso de la evoluciéon del pensamiento probabilistico permite concluir que estas
consideraciones, en general, son inexactas y que estos errores de interpretacion sobre los fundamentos filoséficos de
la axiomatica, que constituye el nicleo de los “Grundbegriffe”, afectaron los alcances de los teoremas derivados vy,
en consecuencia, la ensefianza de la teoria de la probabilidad.

2.- Los antecedentes

Los primeros intentos de vinculacion de la teoria de la medida de conjuntos e integracion de Lebesgue con
la cuantificacion de la probabilidad fueron propuestos por Borel, E. (1905), iniciando un proceso que culmind con el
sistema axiomatico contenido en los “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” de Andrei Nikolaievitch
Kolmogorov.

En 1909a, mediante la formulacién de la conocida como ley fuerte de los grandes nimeros, Borel logréd
formalizar esta relacion entre la teoria de la medida, una interpretacion geométrica de la probabilidad y el concepto
de independencia en las sucesiones de eventos repetibles que constituye el nicleo de la teoria clasica de la
probabilidad®.

No obstante, si bien en su “Elements de la théorie des probabilités” (1909b) Borel insiste en la
interpretacién geométrica de la probabilidad y afirma que su ley de los grandes nimeros puede ser obtenida
formalmente utilizando la teoria de la medida, en la demostracion deja de lado la medida de conjuntos y proporciona
una demostracién imperfecta utilizando generalizaciones a conjuntos numerables de los teoremas de la probabilidad
total y de la probabilidad compuesta. Esta circunstancia puede ser atribuida a razones filoséficas relacionadas con su
rechazo en aceptar la nocién de probabilidades numerables, lo cual lo obligé a emplear argumentos que consideran
la derivacion de las probabilidades como limites de las sucesiones de repeticiones independientes. Fueron Faber, G.
(1910) y Hausdorff, F. (1914) quienes enmendaron esta falencia obteniendo demostraciones rigurosas de la ley

* Este trabajo fue realizado en el &mbito del Instituto de Investigaciones en Econometria de la FCE (UBA).
a. Profesor Titular, UCA.
b. Profesora Protitular, UCA.
. Como se verd en la Sec. 3, la diferencia fundamental entre la probabilidad y la teoria de la medida estd dada por el concepto de
independencia estocastica.



fuerte de los grandes niimeros utilizando exclusivamente argumentos de teoria de la medida®.

Las demostraciones de Borel, Faber y Hausdorff fueron generalizadas por Cantelli, F.P. (1916a)(1916b)
(1917a)°. Posteriomente Kolmogorov, A.N. (1931)(1933) y Prokhorov, Y.V. (1956) establecieron las condiciones
necesarias y suficientes para asegurar la validez de la ley de los grandes nimeros®.

El resultado de todas estas generalizaciones fue una ley fuerte de los grandes nimeros interpretable de
acuerdo con dos versiones: una relacionada con los nlmeros reales y otra con la probabilidad. Siguiendo los canones
de la axiomatizacion de Sierpinsky de la medida de Lebesgue, Steinhaus, H. (1923)(1929)(1930a)(1930b) en sus
trabajos sobre los teoremas en el limite®, propuso una solucién a esta dualidad mediante una axiomatizacion de la
teoria de Borel. Denotando por A al conjunto de todas las sucesiones binarias infinitas, Steinhaus postuld los

siguientes axiomas para una clase C de subconjuntos de A y una funcién real p que representa a las
probabilidades de los elementos E de C : i) p(E)z 0 paratodo E €C ;ii) a) para toda sucesion binaria finita

E *, el subconjunto E de A formado por todas las sucesiones binarias infinitas que comienzan con E *,

pertenecen a C ; b) si dos de tales sucesiones binarias finitas, Ef y E;, difieren solamente en un elemento,
entonces p(El) = p(EZ) (donde E; y E, denotan los subconjuntos de A que comienzan con las sucesiones E,"

y E,, respectivamente); ¢) p(A)=1; iii) la clase C es cerrada bajo uniones finitas numerables de elementos
disjuntos y la funcion p satisface una aditividad finita y una aditividad numerable; iv) si E;, oE, y E;,E, €C,
entonces todo subconjunto de E pertenece a C (debe tenerse en cuenta que, en este caso, cuando se verifica E, ,

también se verifica E,, en otros términos, si no se verifica E,, E, no puede verificarse); v)si E €C y p(E ) =0

, entonces todo subconjunto de E pertenecea C °.

Otro antecedente importante en el proceso de construccion de los “Grundbegriffe” y, por lo tanto, de la
formulacién de la axiomética de Kolmogorov fue el trabajo de Slutsky, E. (1922)". Su propuesta asumié como
punto de partida la sustitucion del término “probabilidad” por el de “valencia” (“nenrrors”)® (en su concepto, la
probabilidad seria solamente una interpretacién del calculo de valencias) y la eliminacién de la nocién de eventos
igualmente probables. Sustituy6 el concepto de equiprobabilidad por el mero supuesto que, si determinados casos a
los cuales se les asigna un nimero ¢ son subdivididos, los nimeros asignados a los sub-casos deberian sumar «

(pudiendo ser los nimeros asignados a los sub-casos iguales o no). De esta forma los teoremas de la probabilidad
total y de la probabilidad compuesta pasaron a pertenecer a un célculo (que no puede ser considerado como un
calculo de probabilidades) tan abstracto como la teoria de grupos’. Slutsky consideré ademas que, dado que las

2. Ver Doob, J.L. (1989)(1994), von Plato, J. (1994).

. Los resultados obtenidos por Cantelli fueron de gran importancia, en la medida que impulsaron a otros autores al desarrollo de diferentes
conceptos de convergencia estocastica.

. El desarrollo de las teorias de la medida y de la integracién a fines del siglo XIX y comienzos del siglo XX ya ha sido estudiado
exhaustivamente (ver, por ejemplo, Hawckins, T. (1970), Pier, J.P. (1994a en Pier, J.P. (ed.))(1994b). Por lo tanto, aqui se intentara solamente
una breve resefia de aquellos trabajos que influyeron directamente en el contenido de los “Grundbegriffe”.

. Steinhaus utilizé en su solucion las funciones de Rademacher, cuyas memorias de 1922 y 1923 dieron origen a la conocida como escuela
polaca de funciones independientes, la cual realiz6 importantes aportes a la teoria de la probabilidad.

. La axiomética de Sierpinsky, de la cual deriva la axiomética de Steinhaus incluye los axiomas i), iii), iv) y v) y un axioma (que Steinhaus
demostr6 que es equivalente a su axioma ii)), segun el cual el valor p(J) de unintervalo J es su medida). Ver Holgate, P. (1997).
. Kolmogorov, A.N. (1948): “Slutsky fue el primero en dar una version correcta del contenido puramente matemético de la teoria de la
probabilidad”.
8 - A .
. Laemmel, R. (1904) ya habia utilizado el término aleman “valenz”.

. Slutsky, E. (1922) reconocid tres interpretaciones distintas del célculo de valencias: i) en términos de la probabilidad clasica (con eventos
igualmente probables); ii) a partir de las sucesiones empiricas finitas (que generan frecuencias relativas); iii) como limite de las frecuencias
relativas.



sucesiones empiricas de repeticiones independientes poseen propiedades que trascienden la existencia de un limite,
la probabilidad no podia ser asimilada al limite de una frecuencia relativa.

En su memoria de 1929, Kolmogorov adoptd este planteo de Slutsky consistente en concebir a la
probabilidad como un caso particular de una teoria abstracta’® y propuso una interpretacion de la probabilidad
relacionada con una funcién M (a la que denominé “especificacién de la medida”, “mepoonpeneneuue”) que

” o«

asigna nmeros no-negativos M (E) (a los que denominé “medida”, “mepa”) a cada elemento E de una clase de
subconjuntos de un conjunto de atributos A y supuso solamente que dados dos elementos E; y E, disjuntos,

entonces la funcién M asignara un nimero a dos cualesquiera de los tres conjuntos E;,E, yE, UE,, de modo

que el nGimero a asignar al tercer conjunto queda determinado por afiadidura, verificandose que™:

M(E; UE,)=M(E,)+ M(E,)

El hecho de que las operaciones entre eventos pudieran ser identificadas con las operaciones entre
conjuntos de tal modo que subsistieran las propiedades formales de estas Gltimas, permitié quitar a los eventos toda
base material y considerarlos como entes matematicos susceptibles de aplicarles procedimientos, razonamientos y
deducciones propios de la légica matematica. Debe tenerse en cuenta que la representacion de los eventos mediante
conjuntos constituye un arbitrio Gtil para facilitar su tratamiento matematico, pero no implica ninguna afirmacion
acerca de la naturaleza de los mismos. El concepto de evento posee un contenido intuitivo que no puede ser
expresado por una estructura matematica.

Con respecto a la probabilidad de ocurrencia de E, condicionada por el supuesto de la ocurrencia de E,,

“_..por analogia con el concepto usual™?, Kolmogorov propuso la definicion:

M(E, /E;)=

En 1930, como una extrapolacion légica al caso de sucesiones infinitas de eventos, Kolmogorov demostré
que las Unicas probabilidades que satisfacen los axiomas de Steinhaus son las que se obtienen de un sistema

isomorfico con la medida de Lebesgue en el intervalo [0;1]. Su extensidn del alcance de estos axiomas incluy6 a
todas las sucesiones de variables aleatorias, aln las variables complejas, pero no trascendié el contexto geométrico

y, por lo tanto, no considerd la nocién de probabilidad en espacios abstractos. Esta tarea les correspondio a los
mateméticos Stanislaw Ulam y Zbigniew Lomnicki®.

Por su parte, Cantelli, F.P. (1932)(1933)(1935) introdujo su teoria abstracta de la probabilidad en la cual
descarta el empleo de nociones empiricas como las de posibilidad, evento, probabilidad e independencia y que, sélo

en cierta forma, conserva las reglas clésicas de la probabilidad total y compuesta. Denotando por m(E) el area de

10 . . e .
. Debe tenerse en cuenta que, a partir de su trabajo de 1931 sobre procesos de Markov, Kolmogorov modificé este planteo y adoptd como
fundamento de su andlisis la teoria de Fréchet.

11 . - . . L .
. Obsérvese que estas condiciones coinciden con los axiomas iii) y iv) de Steinhaus, H. (1923).

12 . . . L, .
. Kolmogorov, A.N. (1929). Esta definicion se basa en los resultados de Steinhaus, H. (1923) quien, como se menciond mas arriba, ya
habia formulado una axioméatica isomoérfica a la de Sierpinsky, W. (1918) para la medida de Lebesgue.
. Estos autores, integrantes del Centro de Investigaciones en Matematica de Lwow, Polonia, dirigido por Steinhaus, demostraron en sus
memorias de 1932y 1934, que M es una medida de probabilidad sobre una o -algebra completa y que, a partir de una sucesion numerable de

espacios, con dichas medidas de probabilidad se puede construir una medida de probabilidad que satisfaga las mismas condiciones en el espacio
producto.



un conjunto E estableci6: i) que, dados dos subconjuntos E; y E, disjuntos, se verifica que

m(EluEz):m(E1)+m(E2); ii) que os%sm:l,z) (en particular, si se verifica que

|
m(ElEZ) = m(El)m(Ez) , considera que los conjuntos E; y E, son “multiplicables”) y iii) que ain las leyes de

los grandes numeros de Bernoulli y del logaritmo iterado de Khinchin pueden ser tratadas con el mismo nivel de
abstraccién. Desarrolld, ademés, en forma independiente de Kolmogorov, un proyecto de combinacién de la
interpretacion frecuencista de la probabilidad con este sistema axiomatico abstracto. En su opinion el calculo de
probabilidades clésico para una clase particular de eventos que se caracterizan porque el mecanismo fisico que
genera la aleatoriedad incluye en forma simétrica a todos los resultados posibles, debia ser desarrollado (en forma
circular) en tres etapas: La primera consistente en estudiar experimentalmente los casos igualmente probables
(analizando si ocurren con la misma frecuencia) y de este modo justificar experimentalmente el empleo de las reglas
de la probabilidad total y compuesta. La segunda etapa estaba dirigida a desarrollar, sin hacer referencia a su
justificacién empirica, una teoria abstracta basada exclusivamente en dichas reglas y la tercera consistia en deducir
las probabilidades de dicha teoria abstracta y utilizarlas para predecir las frecuencias relativas.

Como una culminacion del desarrollo experimentado por la teoria de la medida entre 1900 y 1930 por los
aportes de los autores mencionados y fundamentalmente por la obra de Maurice Fréchet', se publico
“Grundbegriffe der Wahrsecheinlichkeitsrechnung” (1933)™, cuyo objetivo, de acuerdo a lo mencionado por el
autor en el prefacio, era “...satisfacer una falencia en la literatura sobre la teoria de la probabilidad (incluyendo en
dicha literatura el libro de Fréchet, que se encuentra en preparacién) y brindar una presentacion del sistema en su
totalidad, libre de complicaciones superfluas”. La satisfaccion de esa “falencia” implicaba extender la definicién
rigurosa de probabilidad también a eventos para los cuales el conjunto de resultados posibles era infinito (una
generalizacion que implicaba, por afiadidura, una extension arbitraria del método de inferencia inductiva)®.

Si se tiene en cuenta que en las 62 paginas de esta memoria (con caracteristicas mas retoricas y filoséficas
que matematicas) Kolmogorov logré introducir toda la matematica, sintetizada fundamentalmente en la obra de P.J.
Daniell (en particular en lo relacionado con su teorema de consistencia es decir, con la construccion de
probabilidades en espacios de infinitas dimensiones) y J. Radon y O, Nikodym (en lo referido a las probabilidades
condicionadas y a los valores esperados), puede considerarse que los “Grundbegriffe” satisficieron plenamente el
objetivo planteado en su prefacio®’.

Como nucleo de los “Grundbegriffe”, adoptando una posicion filosofica muy semejante a la justificacion
utilizada por Borel, E. (1939b) y Lévy, P. (1925) para la interpretacion geométrica de la probabilidad®® y en
respuesta al sexto de la famosa coleccion de problemas propuestos por Hilbert, D. (1902), segun el cual “Debemos
tratar mediante axiomas aquellas ciencias fisicas en las cuales las matematicas juegan un rol importante, en

14. Fue Kolmogorov el primer en advertir que los resultados obtenidos por Fréchet constituian una base fundamental para la teoria de la
probabilidad. En el prefacio de los “Grundbegriffe” (1933) expresa que “Después de la investigaciones de Lebesgue, las analogias entre la
medida de un conjunto y la probabilidad de un evento y la integral de una funcién y la esperanza matematica de una variable aleatoria quedaron
claras. Estas analogias podrian ser extendidas dado que, por ejemplo, muchas propiedades de las variables aleatorias independientes son
analogas a las correspondientes propiedades de las funciones ortogonales. No obstante, para basar la teoria de la probabilidad sobre estas
analogias era necesario independizar a la teoria de la medida y a la integracion de los elementos geométricos que adn figuraban en primer
plano en la propuesta de Lebesgue. Este logro fue obtenido por Fréchet”.

. Sergei Bernstein, Emile Borel, Paul Lévy, Antoni Lomniki, Evgeny Slutsky, Hugo Steinhaus, Richard von Mises y Maurice Fréchet
forman el nucleo de la bibliografia de los “Grundbegriffe”. A esta lista se deberian agregar los aportes de Henri Lebesgue, Wactaw Sierpinski,
Constantin Carathéodory, Johann Radon, Otton Nikodym, Percy Daniell y Norbert Wiener, cuya obra constituye la herencia filoséfica y
matematica que recibié Kolmogorov.

16. Fréchet, M. (1938b): “El momento en el que se resumieron todos los elementos necesarios para formular explicitamente el cuerpo
completo de axiomas de la teoria de la probabilidad (clasica modernizada) fue, precisamente, aquél en que el sefior Borel introdujo esta nueva
clase de aditividad en el calculo de probabilidades -en 1909-. No basta con poseer todas las ideas ‘in mente’, se debe estar seguro que esa
totalidad de ideas es suficiente, expresarlas en forma conjunta y asumir la responsabilidad de afirmar que no es necesario nada mas para
construir la teoria. Esto fue lo que hizo el sefior Kolmogorov. Este fue su logro”.

. Tal es la riqueza conceptual de este resultado que muchos autores consideran que los dos tomos de Fréchet, M. (1937-1938) pueden ser
considerados como una nota de pie de pagina de los “Grundbegriffe”.

. Para un analisis de las ideas de Borel y Lévy sobre su justificacion de la probabilidad geométrica, ver Knobloch, E. (1987).



particular, la teoria de la probabilidad y la mecénica”, Kolmogorov formul6 lo que, arbitrariamente, muchos
probabilistas denominan la axiomatica clasica.

3.- La axiomatica

* Axioma 1: Los eventos forman una o -algebra S, es decir, una clase cerrada respecto de las operaciones de
uniodn, interseccién y negacién de conjuntos numerables de eventos y del limite de sucesiones de eventos, es decir:

o0

a) si Ej €S (j :1,2,...), entonces UEJ- es (como se verd en la préxima seccion, la condicion de que S sea
j=

cerrada con respecto a la unién infinita de eventos ha sido muy criticada por muchos probabilistas debido a que no

surge de la aplicacion de un razonamiento intuitivo); b) si E; €5 (j = 1,2,...), entonces ﬂEJ— es (en realidad,
j=

dado que E NE'=(E UE ')—[(E ~ENU(E' - E)] , esta propiedad es una consecuencia del postulado a)); c)

dada una sucesion de eventos {E1 By ,} , pertenecientes a s , entonces lim E; es.

J—>0
* Axioma2: Q es

* Axioma 3: Asociado a cada evento E €5, existe un nimero real no-negativo, p(E), al que se denominara

probabilidad de ocurrencia del evento E .

* Axioma 4: La probabilidad de que ocurra al menos uno de los eventos incluidos en el espacio muestral es igual a
uno, p(Q)=1.

* Axioma 5 (de aditividad): Sean E; y E, dos eventos incompatibles, es decir, tales que no pueden presentarse en

forma simultanea (E; N E, = &), entonces se verificara que:

p(El - Ez) = p(E1)+ p(Ez)
(la primera formulacion clara de este principio figura en el "Ars conjectandi” (1713) de J. Bernoulli).

* Axioma 6 (teorema de continuidad): Dada una sucesion monétona de eventos, E; — E;,; (i=1,23,...), se

puede escribir:

E = Elu(ElmE_z)u...u(EHmE_i) (i=23,..)

I
De lo que resulta que:

P(Ei) = p(E1)+ p(EH“E_j) (i=23..)

i
j=2



Aplicando m. a m. el operador limite, sera:

lim p(E;) = p(E4)+ 2 p(EjsNE; )= p{El U Q(EH AE, )} _

=P i”L{El U[Q(EH NE, )J] = p(i”loEi)

Lo que demuestra que la probabilidad es una funcién continua respecto a cualquier sucesién monétona de eventos.

Por otra parte, si dicha sucesion es tal que E; DE;, (i=12,..), entonces, se verificara que

E; cE., (i=12,..) y, por lo tanto, dada la existencia del Iimite de la sucesién de las p(E_I) sera:

lim p(E;)=1~lm p(E;)=1- p(clJEj = p(ij_j = ofin_ €,

Dados los cinco primeros axiomas, se demuestra facilmente que este sexto axioma (0 teorema) de
continuidad es equivalente a la condicion de aditividad completa o aditividad numerable o o -aditividad (que,

obviamente, contiene a la aditividad simple como caso particular): Sea {E1 By By ,} un conjunto de eventos

incompatibles de a pares (es decir, tales que E; NE; =& (i # i, j= 1,2,...) ). Por induccion, se demuestra que:

n-+l

n
LE; = LUEJ +Epu
=t =

Dado que cualquiera de los eventos E (j = 1,2,...) y E,,; sonincompatibles, sera:

p(ngEJ - P(QEJ +p(Epa) =n§p(51)

De la misma forma, se puede escribir:

SR

j=n+

y, como cada uno de los eventos Ej (j = 1,2,...) es incompatible con cada uno de los eventos

E; (j =n+1n +2,...) , se verificara que:



{0l (k)| O

in Zn:p(Ej)+nlim p[OEJJ -2n(e)

j=

N

Debe tenerse en cuenta que los eventos ( UEJ definen una sucesion decreciente, es decir que

[,-LﬂJEjJD[ UEjJ.Demodoque r!lm)oo LJE, =0.

j=n+ j=n+

4.- Algunas consideraciones sobre el contenido filosofico

1) Si bien, como se menciond en la Sec. 2, respecto de sus contenidos matematicos fundamentales, las axiométicas
de Kolmogorov y Daniell son coincidentes (obsérvese que los seis axiomas de Kolmogorov pueden resumirse

diciendo que p(o) es una funcion no-negativa, aditiva en el sentido de Fréchet, M. (1937-1938), con el agregado de

la condicién p(Q) =1), desde el punto de vista conceptual presentan diferencias radicales: i) contrariamente a la

posicion de Kolmogorov, Daniell nunca considerd la aplicacion de su sistema axiomatico a la teoria de la
probabilidad (ni Wiener, ni Daniell pensaron, a partir de la formulacién de un método general de representacién de
la teoria de la medida, en una teoria de la probabilidad como una rama conceptualmente independiente de la
matematica); ii) al menos en términos formales, el resultado obtenido por Kolmogorov, en la medida que considera
una cardinalidad arbitraria de los elementos del conjunto, es mas general que el de Daniell, que considera una
cardinalidad numerable (debe tenerse en cuenta que esta generalizacion es exclusivamente a nivel conceptual, no
implica modificaciones mateméticas significativas, ni resulta relevante en las aplicaciones)™ y iii) Kolmogorov
incorpora el concepto de independencia estocéstica de los eventos como un factor fundamental de diferenciacién
entre la probabilidad y la teoria de la medida.

2) Debe tenerse en cuenta que la teoria desarrollada por Kolmogorov, a excepcién de los valores triviales 0 y 1, no
considera la asignacion de valores a las probabilidades. Esto pone en evidencia una caracteristica fundamental de la
teoria axiomatica de la probabilidad: su capacidad para transformar valores de probabilidad de eventos simples en
valores de probabilidad de eventos complejos y su incapacidad para determinar valores de probabilidad no triviales.
La asignacion de valores de probabilidad no triviales requiere una definicién particular de probabilidad.
Kolmogorov, a través de su aparente frecuencismo, adoptd una definicion acorde con la interpretacién
propensionalista de K.R. Popper.

Una prueba indiscutible de la adopcion de esta interpretacion frecuencista-propensionalista por parte de
Kolmogorov es su aceptacion del principio de Cournot acerca de la aproximacion de los resultados de un conjunto
de condiciones repetibles al verdadero valor de la probabilidad, como nexo principal de la axiomatica con el mundo
real.

El conocido como principio de Cournot esta relacionado con la existencia de eventos distintos de €2 que

19 Ver Shafer, G.; Vovk, V. (2001)(2005)(2006).



también tienen probabilidad igual a uno: son los denominados eventos quasi-ciertos o ciertos-en probabilidad®.
La negacion de un evento quasi-cierto define un evento que, no coincidiendo con el evento imposible, se comporta
como tal en lo que se refiere a su probabilidad y se denomina quasi-imposible o imposible-en probabilidad®.
Estos eventos poseen las siguientes propiedades: i) la unién de dos eventos imposibles-en probabilidad es un evento
imposible-en probabilidad (propiedad generalizable a cualquier conjunto finito o infinito numerable de eventos); ii)
sean E, un evento imposible-en probabilidad y E un evento ni cierto ni imposible, entonces se verifica que

p(EI N E) =0 yque p(EI uE) = p(E); iii) sean E. un evento cierto-en probabilidad y E un evento ni

cierto ni imposible, entonces se verifica que p(Ec NE)=p(E) y que p(Ec UE)=1 (Borel, E.

(1912a)(1912b)(1930)(1939b), quien estudid estas probabilidades con especial interés, determind el limite 107100

para la existencia de la quasi-imposibilidad).

Estas definiciones derivan de los conceptos de evento moralmente imposible y moralmente cierto
formulados originalmente por Bernoulli, J. (1713). La certeza moral probabilistica fue ampliamente discutida en el
siglo XVIII. D’Alembert, J.B.L.R. (1761) (1767) plante6 la necesidad de distinguir entre eventos “metafisicamente
imposibles” y “fisicamente imposibles”?*. Al respecto, Buffon, G, L. (1777) consideré que la diferencia entre las
certezas moral y fisica era una cuestion de grado de aproximacion, segun su apreciacion un evento con probabilidad

9999

10000
como fisicamente cierto?.

es moralmente cierto, en tanto que un evento con una probabilidad mucho mayor puede ser considerado

Por su parte, Cournot, A.A. (1843), basandose en el concepto de probabilidad geométrica, plante6 una
formulacion de la ley de los grandes nimeros seguln la cual se puede asegurar que un evento moralmente imposible
no ocurrira (que es matematicamente posible pero fisicamente imposible) y como corolario, que es fisicamente
imposible que, dada una sucesion suficientemente larga de repeticiones, la frecuencia relativa de un evento difiera
sustancialmente de su probabilidad.

Cournot considerd que este principio, que asimilaba una probabilidad infinitesimalmente pequefia a la
imposibilidad de ocurrencia de un evento, proporcionaba un significado empirico a la probabilidad clasica®. Pero,
debe tenerse en cuenta que existe una diferencia conceptual muy importante entre la afirmacion de que un evento de
probabilidad infinitesimal no ocurrird y el supuesto de que, por si sola, esa decisién de no-ocurrencia del evento
proporcionard a la teorfa clésica un significado empirico®.

20. Markov, A.A. (1912): “Cuanto mas se aproxime a uno la probabilidad de un evento, mayor seré la razén para esperar su ocurrencia y
no esperar lo opuesto a su ocurrencia. En cuestiones préacticas, estamos obligados a considerar como ciertos aquellos eventos cuya probabilidad
se aproxima a 1 y como imposibles a aquellos cuya probabilidad es pequefia. Consecuentemente, uno de los logros mas importantes en la teoria
de la probabilidad consiste en identificar aquellos eventos cuyas probabilidades son préximas a uno o a cero”.

21 . . S . . . . . -

. Es decir, un evento cuya probabilidad, si bien no es efectivamente igual a cero, sdlo posee un interés puramente metafisico.
22

. Ver Daston, L. (1979).

23 . . — . . -
. Buffon, al igual que Butler y Price, utilizo el ejemplo del “amanecer”. Partiendo del supuesto de que los dos resultados posibles
(“amanecer” o “no amanecer”) eran equiprobables y teniendo en cuenta que el resultado “amanecer” se habia producido, sin excepcion, todos los

1
dias de los ultimos 5781 afios, concluy6 que la probabilidad del evento “que mafiana amanezca” era igual a 1 - donde N denotaba el
o

total de observaciones diarias desde la creacion del mundo (debe tenerse en cuenta que, en 1777 y, de acuerdo con la cronologia del Reverendo
James Ussher, obispo de Armagh, la edad atribuida al planeta tierra era de 5781 afios). Ver Loveland, J. (2001).

4. Cournot, A.A. (1843): “...el evento fisicamente imposible es, por lo tanto, aquél al que le corresponde un probabilidad infinitamente
pequefia y esta sola observacion es suficiente para proporcionar una sustancia objetiva fenomenal a la teoria de la probabilidad matematica” (la
expresion “objetiva fenomenal” se refiere a la distincion planteada por Kant entre el “noumenon”, o cosa-en-si-misma y el “phenomenon” u
objeto de la experiencia). Ver Daston, L. (1994).

. Boltzmann, L. (1866)(1871)(1872)(1877)(1887) utiliz6 el principio de Cournot para proporcionar una explicacion estadistica de la
segunda ley de la termodinamica (los procesos disipativos son irreversibles porque la probabilidad de un estado con entropia lejos del maximo es

infinitamente pequefia). Por su parte Poincaré, H. (1890) postul6 en su teorema de recurrencia, que un sistema mecanico aislado limitado a una
region acotada de su espacio de fase retornara eventualmente a un estado arbitrariamente préximo a su estado inicial, si dicho estado no es
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Borel, E. (1906)(1909b)(1914)(1930)(1939b), utilizando a menudo un estilo mas literario que matematico o
filosofico, adopto el tratamiento de los eventos con probabilidad infinitesimal como imposibles y establecié una

clasificacion de los mismos mas refinada que la de Buffon, segun la cual una probabilidad de 107 es despreciable

“a escala humana”, una probabilidad de 107™ es despreciable “a escala terrestre” y una probabilidad de 1070 es

despreciable “a escala cosmica”?.

En desacuerdo con lo que se podria denominar la filosofia ortodoxa de Laplace, von Kries, J. (1886)
sostuvo que los probabilistas Laplacianos y los probabilistas franceses y rusos que formaron su sucesion
comenzaron asumiendo una interpretacion subjetivista intentando, luego, a partir de una interpretacion equivocada
del teorema de Bernoulli y del principio de Cournot, establecer la existencia de probabilidades objetivas mediante la
aplicacion de la ley de los grandes nimeros. Utilizaron, sin una base conceptual valida, los postulados del teorema
de Bayes para razonar acerca de las probabilidades objetivas en casos en los que se cuente con un nimero
suficientemente largo de repeticiones?’.

A fin de resolver estos errores de interpretacion, von Kries, J. (1886) propuso como condicién necesaria
para razonar acerca de probabilidades objetivas el principio del “Spielraum” segun el cual las probabilidades
objetivas pueden ser calculadas a partir de casos igualmente probables que cumplan las siguientes condiciones: i) las
circunstancias que genera cada caso admiten el mismo “Spielraum”, es decir, el mismo nimero de arreglos posibles
y ii) ademas de éstas circunstancias no existe ninguna otra que afecte las expectativas acerca de cada caso. Con un
razonamiento muy atinado von Kries concluye que ain cuando, de acuerdo con estas condiciones, se pueda asegurar
que un evento puede poseer una probabilidad objetiva, de ninguna manera se puede asignar a la ley de los grandes
nameros los alcances atribuidos por Hadamard y Lévy. Segln von Kries, el teorema de Bernoulli postula solamente
que un desvio significativo de la frecuencia relativa de un evento respecto de su probabilidad (suponiendo que, a
partir de una interpretacion deterministica del comportamiento de los fendmenos facticos, esta probabilidad exista)
es simplemente tan improbable como cualquier otro evento improbable, dada una sucesion suficientemente larga de
repeticiones®.

Por el contrario, Hadamard, J. (1922), de acuerdo con una posicion netamente deterministica, sostiene que
las nociones de eventos igualmente probables (“perfectamente equivalentes” segin su nomenclatura) y de eventos
muy improbables constituyen el fundamento de la teoria de la probabilidad y que el hecho que la equivalencia
perfecta sea una condicién matematica no verificable (en la practica la equivalencia nunca es perfecta), no debe
impedir la aplicacion del principio de los eventos muy improbables.

Con respecto a la noci6n de eventos equiprobables, Lévy, P.P. (1925) coincidi6 en que puede ser
considerada como un fundamento de la matematica de las probabilidades, pero admitié que si se la asume como
Unica base de razonamiento, las probabilidades obtenidas seran meramente subjetivas. Sostuvo, ademas, que el
concepto de evento muy improbable es el Gnico que permite atribuir un significado empirico a los resultados de la
teoria matematica®’; que la combinacién de esta nocién con la ley fuerte de los grandes nimeros permite una
interpretacion objetiva de la probabilidad como una constante fisica representada por la frecuencia relativa del
evento. Como se verd inmediatamente, se puede concluir que una versién propensionalista de este postulado
frecuencista fue adoptada por Kolmogorov en su “Grundbegriffe”.

De las consideraciones realizadas precedentemente, se deriva que el principio de Cournot admite dos

excepcional (es decir, postul6 que los estados para los cuales no se verifica la recurrencia son excepcionales, en la medida que estan contenidos
en subregiones cuyo volumen total es arbitrariamente pequefio).

. Borel, E. (1939).
. Al principio que indica que un evento con probabilidad de ocurrencia muy préxima a cero es imposible, von Kries, J. (1886) lo denominé
“el error de D’Alembert”.

. Las criticas de von Kries al principio de Cournot ejercieron una notable influencia sobre los probabilistas alemanes, en particular sobre
Czuber, E. (1903) (ver Menong, A. (1915), Kamlah, A. (1983)).

. Debe tenerse en cuenta que, a partir de los trabajos de Wiman, A. (1900)(1901) sobre fracciones continuas, los mateméticos alemanes
dirigieron sus esfuerzos a demostrar que existen conjuntos de medida nula y que estos conjuntos son imposibles, lo cual puso en evidencia el
abismo que existe entre la probabilidad nula y la probabilidad infinitesimal (ver Bernstein, F. (1912)).



modalidades que se corresponden con las versiones fuerte y débil de la ley de los grandes nimeros: i) una forma
fuerte o estricta que considera que un evento con probabilidad pequefia 0 nula no ocurrira en la repeticion siguiente
y que, combinada con los postulados del teorema de Bernoulli permite concluir que la probabilidad de un evento
siempre puede ser aproximada por su frecuencia relativa a partir de una serie particular suficientemente larga de
repeticiones independientes y ii) una forma débil que considera que un evento con probabilidad muy préxima a cero
ocurrira muy raramente en una serie de repeticiones y que, combinada con el teorema de Bernoulli, permite concluir
que la probabilidad de un evento habitualmente puede ser aproximada por su frecuencia relativa a partir de una serie
suficientemente larga de repeticiones independientes. Borel, Lévy y, en consecuencia, Kolmogorov adoptaron la
forma fuerte, Chuprov y Castelnuovo la forma débil®.

Es necesario destacar que de Finetti, B. (1937), a partir de la negacion de las aproximaciones frecuencistas-
propensionalistas mencionadas precedentemente, propuso una notable solucién al problema de la quasi-
imposibilidad, basada en la consideracién de una "jerarquia™ distinta entre las probabilidades nulas. Sean, por

ejemplo, dos eventos, E; y E,, ambos de probabilidad nula ( p(El) =0, p(Ez) =0), y sea el evento suma (
E, UE,). De acuerdo con la interpretacion subjetivista, tendria sentido realizar una evaluacion de las
probabilidades p[Ell(EluEz)] y p[E2 /(EluEz)] las cuales deberan, de acuerdo con la condicién de

coherencia, cumplir la condicion:
p[E/(E: VE,)]+ p[E2 1 (EL W E,)|=1

Lo que permite concluir que una probabilidad nula puede ser “infinitamente” mas grande o mas pequefia que otra
probabilidad nula, es decir, que pueden considerarse distintos “grados de imposibilidad”®!. Supéngase un nimero

X representable como un punto sobre una recta. Si a esta representacion se le agregara otra dimension, Y , la
identificacion del punto X requeriria, obviamente, la definicién de dos condiciones, y si se agregara una tercera

dimension, las condiciones serfan tres. Se tendran, asi, tres "ceros" (0,02 y 0 ), cuya identidad aritmética no es

vélida desde el punto de vista de la probabilidad (en el primer caso la probabilidad seria 0, en el segundo 0? yenel
tercero 0° ). La idea intuitiva basica que se desprende de este razonamiento es que, dados N eventos independientes
con probabilidad nula, la probabilidad de su ocurrencia conjunta seria 0" = 0 . De la misma forma, supéngase que el
observador incorpore a su conjunto de informacién el conocimiento de la ocurrencia de un evento H al cual, “a
priori”, le asignaba una probabilidad nula. Dado, entonces, un evento E cualquiera, la probabilidad p(E / H) estard

dada por la relacion entre el “cero” correspondiente a la probabilidad p(E ) H) y el “cero” correspondiente a la

probabilidad p(H ).

4) Si bien es innegable que las propuestas de Lévy, P.P. (1925) y von Mises, R. (1931) y la obra de los probabilistas
rusos Chuprov, A.A. (1910), Markov, A.A. (1912) y Slutsky, E. (1925) ejercieron una influencia significativa sobre
el pensamiento de Kolmogorov, a partir de su interpretacion del principio de Cournot, sintetizado en el siguiente
parrafo de los “Grundbegriffe”: “Es posible asumir que a un resultado A de ocurrencia eventual bajo ciertas

condiciones 6, que no es nuestra intencion analizar aqui, se le puede asignar un nimero real p(A) que posee las

30. En particular, Castelnuovo, G. (1919) ejerci6 una notable influencia sobre las posiciones adoptadas por Fréchet, M.; Halbwachs, M.
(1924), Fréchet, M. (1938a)(1938b) y, por lo tanto, sobre Kolmogorov, A.N. (1933).

. de Finetti, B. (1937). La nomenclatura utilizada habitualmente no es la mas adecuada dado que sugiere que los valores de
p(El) y p(Ez) son iguales, en la medida que ambas son iguales a cero, cuando, en realidad, de acuerdo con la interpretacion subjetivista,

puede no tratarse del mismo “cero”.
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siguientes propiedades: a) puede ser considerado como practicamente cierto que, si el sistema de condiciones 6 se
repite un nimero suficientemente grande de veces (n ) y se verifica que el evento A ocurre m veces, entonces el

cociente L diferira levemente de p(A); b) si p(A) es muy pequefio, entonces se puede considerar como
n

practicamente cierto que el evento A no ocurrira en una repeticion individual de las condiciones 6, se puede

concluir que, a pesar de su afirmacién que “...el autor” (es decir, Kolmogorov hablando en tercera persona como el
Diego) “se ha basado, en gran medida, en el trabajo de von Mises”, en realidad, Kolmogorov formuld sus axiomas a
partir de una definicion propensionalista de la probabilidad basada en la propuesta de Popper, K.R. (1934)(1957h),
consistente en asociar las probabilidades a los resultados de un sistema de condiciones 6 repetibles (no especificadas
en el texto) y no a los colectivos de la interpretacién frecuencista®. Como consecuencia de la adopcion de esta
interpretacion, la vinculacion de su axiomatica abstracta con el mundo de la experiencia se materializa de acuerdo
con principios no-operacionalistas segin los cuales los conceptos teéricos fundamentales son asumidos
habitualmente como indefinidos y se vinculan con la observacion sélo en forma indirecta.

5) Si bien, como se expresé anteriormente, de acuerdo con Borel y Lévy, el principio “...a un resultado A de
ocurrencia eventual bajo ciertas condiciones 6 (...) se le puede asignar un nimero p(A)“ tal que “a) puede ser

considerado como précticamente cierto que, si el sistema de condiciones 6 se repite un nimero suficientemente

p- . m . . .
grande de veces (n )y se verifica que el evento A ocurre m veces, entonces el cociente — diferird levemente de
n

p(A)“ puede ser deducido de la consideracion conjunta del principio “b) si p(A) es muy pequefio, entonces se

puede considerar como practicamente cierto que el evento A no ocurrird en una repeticion individual de las

condiciones 6” y del teorema de Bernoulli (el cual surge como un corolario de los axiomas), dado que el principio a)
no sélo precede a los axiomas, sino que es utilizado para su formulacién y que, por lo tanto, precede al teorema de
Bernoulli, es obvio que para Kolmogorov asume un papel independiente. Indudablemente este planteo constituye la
esencia del cambio filosofico producido por Kolmogorov en la teoria de la probabilidad: la sustitucién de la
condicidn de equiprobabilidad por los resultados de sucesiones de condiciones repetibles (resultados que dan origen
al sistema axiomatico) y una interpretacion propensionalista del principio de Cournot como nexo principal con el
mundo real.

6) En el primer capitulo de los “Grundbegriffe” Kolmogorov trata el problema de la aditividad finita y, si bien en el
segundo capitulo adiciona a los cinco axiomas el teorema de continuidad que, como se vio, introduce la condicion
de la aditividad numerable®, dado que (a pesar de que el argumento empleado por Fréchet para demostrar la o -

aditividad, puede ser deducido de la definicion empirica propuesta por Fréchet, M.; Halbwachs, M. (1925)) esta
propiedad trasciende lo que puede ser verificado empiricamente, manifiesta algunas reservas sobre su validez, pero
la justifica en virtud de su utilidad en ciertos ambitos de la investigacién: “Como el nuevo axioma sélo es esencial
en ambitos infinitos de probabilidad, contrariamente a lo que ocurre con los cinco primeros axiomas, es casi
imposible adivinar su significado empirico. En la descripcién de cualquier proceso estocastico observable sélo
podemos obtener ambitos finitos de probabilidad. Los campos infinitos de probabilidad sélo se presentan en
modelos ideales de procesos estocasticos reales. No obstante, tomaremos en consideracién los modelos que
satisfacen el axioma 6, el cual resulté Gtil en ambitos de investigacion muy variados”.

7) La perspectiva histérica permite concluir que la filosofia de Kolmogorov fue menos influyente que sus axiomas,

32
. Ver Sheynin, O. (1996).

33. Como se vio en la Sec. 2, la aditividad numerable fue introducida en la matematica pura por Borel, E. (1896)(1897) (1898) quien la
convirti6 en el tema central de la teoria de la probabilidad al demostrar su ley fuerte de los grandes nimeros. Deben reconocerse, ademas, los
aportes de Lebesgue, H. (1901)(1904), Radon, J. (1913), Fréchet, M. (1915a)(1915b)(1930a)(1930b), Daniell, P.J. (1918)(1919a)(1919b)
(1920)(1921), Wiener, N. (1920)(1921a)(1921b)(1923)(1924), Steinhaus, H. (1923)(1930a)(1930b) y, obviamente, del mismo Kolmogorov.
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posiblemente debido al fracaso de su intento de generalizarla a los procesos estocasticos®. Debe tenerse en cuenta
que la primera y fundamental condicion en el esquema de Kolmogorov es la repetibilidad ilimitada del sistema de
condiciones 6 y que, si bien este precepto se satisface cuando se define un proceso estocastico en términos de sus
probabilidades de transicion®, la cuestion se vuelve mas comprometida cuando se analiza la distribucion de
probabilidades para los conjuntos de las trayectorias posibles, es decir, en los casos en los cuales sélo es posible
acceder a una definicion débil y, por lo tanto, se cuenta con una Unica trayectoria no repetible del proceso.
Kolmogorov logro resolver esta restriccién demostrando que, en particular, un proceso de Markov discreto en el
dominio del tiempo® puede ser definido a partir de probabilidades simples, pero no logré extender este resultado a
procesos continuos en el dominio del tiempo.

5.- Conclusiones

A partir de las consideraciones anteriores se puede concluir que: i) los “Grundbegriffe” no son sino la
culminacion natural del desarrollo experimentado por la teoria de la medida entre 1900 y 1930 a partir de los aportes
de Bernstein, Borel, Lévy, Lomnicki, Slutsky, Steinhaus, von Mises, Fréchet, Carathéodory, Radon, Nikodym,
Daniell y Wiener; ii) el aporte mas importante de Kolmogorov consistié en la formalizacion del concepto de
independencia estocastica como elemento diferenciador fundamental entre la probabilidad y la teoria de la medida;
iii) el segundo aporte mas importante consistié en la sustitucion de la condicion de equiprobabilidad por los
resultados de sucesiones de condiciones repetibles; iv) el tercer aporte en orden de importancia consistio en obtener
una justificacion formal de la muy controvertida condicion de aditividad numerable; v) no considerd, como afirma la
literatura, a la probabilidad como un elemento abstracto carente de significado; vi) a pesar de la influencia de los
trabajos de Fréchet y von Mises y de la aparente interpretacidn frecuencista, Kolmogorov formulé sus axiomas a
partir de una definicion propensionalista no-operacionalista de la probabilidad.
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