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Dinamica discreta en un modelo de crecimiento de Solow con
ahorro diferencial constante y crecimiento poblacional no
constante

Fernando Suéarez?

Resumen

El presente trabajo considera el modelo de crecimiento de Solow en tiempo discreto, con
tasas de ahorro constantes y distintas para los trabajadores y accionistas, y tasa de
crecimiento poblacional no constante dada por la ecuacion de Richards discreta. Se
estudia su comportamiento dindmico incluyendo la aparicion de ciclos y caos,
complementando herramientas analiticas con simulacién computacional. Finalmente se
cuantifica la aparicion de caos mediante la utilizacién de exponentes de Lyapunov,
interpretando el modelo presentado en términos econémicos.
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Abstract

This paper considers the Solow economic growth model in discrete-time, with constant
but different saving rates for workers and shareholders, and non-constant population
growth rate given by discrete Richards’s equation. Its dynamical behavior is investigated
including cycles and chaos emerging, mixing analytical tools, and computational
simulations. Finally, chaos emerging is quantified using Lyapunov exponents,
understanding the introduced model in economic terms.
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I. Introduccion

En los uUltimos afios se ha observado un interés creciente por el estudio de sistemas
dindmicos no lineales en economia, en la medida en que los modelos econdmicos a
menudo presentaban dinamicas complejas, sobre todo en el campo del crecimiento
econdmico. Este hecho motivd a muchos autores a encarar el comportamiento asintotico
de los modelos, sus propiedades y también la eventual aparicion de dindmicas cadticas.

Los modelos dinamicos de crecimiento econdmico han considerado a menudo el modelo
estandar neoclasico de Ramsey o el de Solow-Swan (Solow, 1956). Estos sistemas
dindmicos convergen al estado estacionario (por ejemplo, el equilibrio del stock de
capital per cdpita) por lo que no conducen a ciclos ni a dinamicas complejas. Sin
embargo, para ser mas precisos, debemos aclarar que el modelo de Ramsey supone que
el comportamiento del ahorro es tal que corresponde a maximizar la suma de las
utilidades descontadas de un consumidor representativo con horizonte infinito, mientras
gue en el modelo de Solow-Swan se asume que la propensiéon al ahorro en promedio es
constante.

La posibilidad de aparicion de dindmicas complejas en modelos de crecimiento éptimo,
incluyendo la aparicion de caos, ha sido demostrada por Benhabib & Nishimura (1985),
y Boldrin & Montrucchio (1986) cuando dos sectores se incluyen en dichos modelos.

Posteriormente otros autores consideraron diferentes propensiones al ahorro para dos
grupos (trabajo y capital) dando lugar a equilibrios inestables y multiples, como el caso
de Kaldor (1955) y Chiang (1973), entre otros. Si bien con la modificacion introducida
se logra influir en la dindmica final del sistema, su dindmica cualitativa aun permanece
relativamente simple.

El rol de las tasas de ahorro diferenciales pero constantes es recientemente retomado
en 2000 por Bohm & Kaas (2000) en relacién con el comportamiento cualitativo del
modelo de crecimiento de Solow en tiempo discreto, donde el mismo exhibe
inestabilidades y caos. En dicho modelo se vincula el stock de capital por trabajador k
con el producto por trabajador y = f(k), siendo f una funcién de produccion genérica que
satisface las condiciones de Inada, o sea, es estrictamente creciente, estrictamente

concava y tal que, |im mzoy Iim f(k):
k>0 K k—0

En este modelo la fuerza de trabajo crece a tasa constante, hipdtesis usualmente
asumida en distintos escenarios de crecimiento econdémico. Sin embargo, una
implicancia de considerar la tasa de crecimiento poblacional constante es que la fuerza
de trabajo crece exponencialmente, lo cual es claramente no realista. De hecho, una
consideracion ldgica es que siempre existe un limite que es llamado capacidad de acarreo
del entorno.

Un modelo de crecimiento mas realista deberia considerar que cuando la poblacién es
pequena en relacidén a la capacidad de acarreo del entorno, entonces crece a una tasa
constante; en cambio cuando la poblacién es mayor en relacion a la capacidad de acarreo
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del entorno, los recursos resultan relativamente mas escasos y como resultado esto
deberia afectar de forma negativa al crecimiento de dicha poblacion.

A partir del modelo empleado por Bohm & Kaas, Brianzoni et al. (2007a, 2007b) han
introducido modelos alternativos teniendo en cuenta la anterior consideracion, utilizando
distintos mapas para modelizar la fuerza de trabajo.

El presente trabajo considera el modelo de Solow en tiempo discreto, asumiendo la
funcién de produccion CES, y tasas de ahorro diferenciales pero constantes. Se introduce
el mapa logistico generalizado conocido como ecuaciéon de Richards para modelizar la
fuerza de trabajo.

La eleccion de la ecuacion de Richards esta justificada porque la misma permite una
mejor descripcion de la dindmica de crecimiento de la fuerza de trabajo, al disponer de
mayor flexibilidad en la ubicacién del punto de inflexion de la curva. Al introducir estas
funciones en el modelo se manifiestan nuevas posibilidades de equilibrios multiples,
dindmicas complejas y fluctuaciones, no contempladas en los modelos anteriormente
descriptos.

Sobre la base de esta eleccidén el objetivo del trabajo es poner en evidencia el rol que
juegan los parametros del mapa de Richards y de la funcion de producciéon CES en la
posible aparicion de estas dindamicas complejas, a saber, ciclos de altos periodos o caos.
Los resultados obtenidos apuntan a confirmar el rol central que juega la elasticidad de
substitucion en la aparicién y propagacion de las mismas, en relacién a la tasa de
crecimiento poblacional y al resto de los parametros del sistema.

El analisis desarrollado brinda las condiciones de estabilidad del modelo, junto con un
estudio detallado de los valores de los parametros que pueden presentar fluctuaciones
en la dindmica de crecimiento econémico, como aporte complementario a la toma de
decisiones de politica.

En lo que sigue, este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la segunda
seccién se desarrolla el modelo y se obtiene el sistema dinamico triangular. La tercera
seccién es un analisis local de la estabilidad de los puntos fijos que pertenecen al
sistema. La seccidn cuarta se dedica al analisis de ciclos y dinamicas complejas, en tanto
que la quinta seccién estudia mediante simulaciones numéricas el incremento en la
complejidad de la dindmica asintética del sistema utilizando diagramas de fase. La sexta
seccién introduce una forma alternativa de poner en evidencia la presencia de caos,
cuantificdAndolo mediante exponentes de Lyapunov. La séptima seccion recoge las
interpretaciones econdmicas del modelo. Por ultimo, en la octava seccion, se resumen
las conclusiones del trabajo.

II. Obtenciéon del modelo

De acuerdo a Bohm & Kaas (2000), la acumulacién de capital estd dada por:
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kt+1:ﬁ[(1_5)kt +Sw(f("t)_"tf'(kt))“r‘”("t)} (D

donde 4 €(0,1) es la tasa de depreciacidn del stock de capital, n es la tasa de crecimiento
de la fuerza de trabajo, sw € (0,1) y sr € (0,1) son las tasas de ahorro constante de los
trabajadores y de los accionistas respectivamente, asumiendo sw # sr.

Consideraremos ahora la ecuacién de produccién y la eleccién del mapa que describa la
fuerza de trabajo:

i. La funcién de produccion que vincula el stock de capital con el producto por
trabajador es de tipo CES, introducida en 1961 por Arrow et al. (1961):

1
y= f(k):(ukpj;

donde p<1, p#0.

(2)

La funcidon de produccién CES generaliza tres funciones de produccién bien
definidas segun el valor que le otorguemos a la elasticidad de substitucion
entre los factores capital y trabajo. En la Figura 1 se pueden apreciar las
diferencias y similitudes de las funciones de produccion resultantes

Figura 1: Funciones de produccién Lineal, Cobb-Douglas, CES con p=-2 y Leontief.
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Fuente: elaboracion propia.

ii. La tasa de crecimiento para la fuerza de trabajo debe ser no constante. En
Brianzoni et al. (2007a), la tasa de crecimiento es modelada por la ecuacion
de Beverton-Holt:
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n _—I’h n
t+1 " h4(r-1)n, t
(r=1)n,
donde h>0 es la capacidad de acarreo (por ejemplo, la disponibilidad de
recursos) y r>0 es la tasa de crecimiento intrinseca. Por otra parte, en

Brianzoni et al. (2007b), la misma es descripta por el bien conocido mapa
logistico:

M1 =40 (1_ ”t)

con uy € (1,4) para el cual la dindmica es no trivial pero invariante en el
intervalo [0,1].

En este trabajo se propone modelar la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo
mediante el mapa de Richards (Radwan, 2013; Richards, 1959) en tiempo discreto:

_ _n7
nt+l_rnt(l nt j (3)

donde y>0 es un parametro que permite lograr mayor flexibilidad en la ubicacion del
punto de inflexiéon de la curva, con la consecuente aparicién de nuevas fluctuaciones.
Las distintas variantes que presenta el mapa de Richards en funcién de sus parametros
pueden ser apreciadas en la Figura 2.

Figura 2: Mapa de Richardscon r=2y y=0,5,2Yy6.
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Fuente: elaboracién propia.

Relacionando (1), (2) vy (3), resulta:
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- _n’
nHl_rnt(l n, )

. 1-p (4)
__ = i_ P P
kt+1_1+nt (1 cS)kt+(kt +1) P (sw+srkt j

que es un sistema dinamico discreto determinado por un mapa triangular T en el plano:
n f(n
102 502, 7" F0
1-p

con f(n):rn(l—n7/j y g(n,k):ﬁ (1—5)k+(kp+1)7(sw+srkpj .

III. Estabilidad de puntos fijos

Los puntos fijos del mapa T son las soluciones del sistema algebraico T(n,k)=(n,k). De
la primera ecuacion se deduce que los puntos fijos pertenecen a las rectas n=0 y

1

nzn*z(r—_ljf
r

De la segunda ecuacion tenemos que la segunda coordenada k de los puntos fijos de T
son los puntos fijos de los mapas unidimensionales go=(k):= g(0,k) y gn==(k):= g(n”*,k).
Dependiendo de los parametros del modelo, por utilizar la funcién de produccién CES y
la ecuacioén de Richards, estos modelos pueden tener multiples equilibrios. La estructura
triangular de T hace mas sencillo el analisis debido a que la matriz jacobiana de T tiene
autovalores reales ubicados en su diagonal principal dados por

Al(n):r—r(7+1)n7 y Az(n,k):%.

Por resultar A;(0)>1 los puntos fijos que pertenecen a la recta n=0 pueden ser saddles
o nodos inestables. Por otro lado |A:(n*)|<1 se verifica siy sélosir € (1,(2/y)+1), por
lo que la recta n=n* atrae las trayectorias con las condiciones iniciales (no, ko) si no €
(0,1). Los parametros p, 0, sry sw inciden de forma directa tanto en el comportamiento
de gnx(k), la cual puede resultar mondtona o bien bimodal en k, como en el valor de
|[A2(n*,k)|. Mediante un estudio detallado se obtienen los siguientes resultados:
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1

r-1\,
i. Supongamos p € (0,1). Si sr <(—j7 +0 entonces T tiene un punto fijo
r

con n=n*, g(n*, k) resulta creciente y cdncava por lo que |Az2| <1 y dicho punto
fijo es asintdticamente estable. En caso contrario T no posee puntos fijos con
n+0.

ii. Supongamos que p<0. Se distinguen los siguientes casos:

1

S —S r
r W

un punto fijo con n=n* que es asintéticamente estable. En caso contrario T
no posee puntos fijos con n+0.

S =
r-1
a) Asumamos que Sr<Sw Y p<—r. Si Sr >(—j7/ +0 entonces T posee

S

r

b) Asumamos que s,<sw y p< . Entonces T posee dos puntos fijos con

r w
n=n*, uno es de tipo saddle y el otro asintéticamente estable.

1

1
c) Asumamos que Sr<Sw. Si Sr S(—}/ + 0, T no posee puntos fijos con n#0.
r

1
r-1y, =S
. p W ..
Si Sr >(—]7 +0 y ademds p>———"—, entonces T posee un punto fijo
r S —§
r w

con n=n* que es asintéticamente estable.

Si se cumple {p<—X_{A (o(p,s S ) > 0 - (;y/—Z , donde
S S rw

2p-1

os s Jos T o
¢(p’sr’sw):p(sr_sw) (253—1)(3 )—s )

punto fijo con n=n*que es asintéticamente estable.

, entonces T posee un

IV. Ciclos y dinamicas complejas

Para indagar en la aparicion de otros comportamientos dinamicos, consideraremos
valores de los pardametros no contemplados en el esquema anterior.

31



Dinamica discreta en un modelo de crecimiento de Solow, pp. 25-39
Fernando Suarez

Si se cumplen las condiciones del item (ii)-c) pero @(p, s, sw)<d-1, podemos demostrar
que el ingreso del capital dado por s:f(kt)k: no es mondtono y gn+(k) resulta bimodal,
razén por la cual aparecen ciclos o caos en la dinamica de (4). Ejemplos sobre la
aparicién de ciclos se muestran en la Figura 3, mediante el recurso grafico conocido
como cobweb.

Es mas, para r=1,1y p € (-70,-10), se detecta una ruta al caos por duplicacién de
periodo que se ilustra en el diagrama de bifurcacion de la Figura 4(a).
Ademas, si r>(2/y)+1, la dinamica de (3) desarrolla una ruta al caos por duplicacién de
periodo como puede apreciarse en el diagrama de bifurcacion de la Figura 4(b), con la
consiguiente aparicion de este comportamiento en la dinamica de (4).

Figura 3: (a) Ciclo 3-periddico para 6=0,4, p=-50, r=11, y=11, Sr =0,8y
SW =0,1. (b) Ciclo de mayor periodo para los mismos valores de parametros que en (a)

pero con sr =0,9.

g(n*.k)
’——/—’_

0.8

04

04 0.6 0.8 1 12 14 16 04 06 08 1 12 14 16

Fuente: elaboracion propia.

V. Simulaciones numéricas

Realizaremos algunas simulaciones numéricas para entender mejor la dindmica global
de nuestro modelo. Fundamentalmente describiremos las bifurcaciones que incrementan
la complejidad de la dindmica asintética del sistema, teniendo en cuenta lo desarrollado
en la seccién anterior.

De todos los parametros involucrados, se analizaran en los correspondientes diagramas
de fases las variaciones debidas a p y a r, recordando que estos parametros son los que
juegan un rol importante para la aparicion de dindmicas complejas.
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Figura 4: (a) Diagrama de bifurcaciéon de p para 6 =0,4, r=11, 7/:1,1,5r =0,6 y

SW=O,1. (b) Diagrama de bifurcaciéon de r para § =0,4, p=-50, y=11, sr =09 vy
s =0,1.
w
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Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 5 podemos apreciar la influencia del parametro r. Vemos que en la Figura
5(a) el diagrama de fases es ciclico 4-periddico, pero a medida que r aumenta, una
secuencia de duplicacion de periodo da lugar a ciclos de periodo 2¥ y luego a un diagrama
de fases ciclico cadtico 4-periddico, evidenciado en la Figura 5(b). En esta situacion el
comportamiento de largo plazo del sistema estd caracterizado por ciclos 4-periddicos,
aunque en cada periodo no podemos predecir el estado exacto.

Figura 5: (a) Diagrama de fases ciclico de periodo 4 con p=-50, 6=0,01, r=3,2,

7/=1,1,sr =0,9 ySW:O,l. (b) Diagrama de fases ciclico caotico de periodo 4 con

p=-50, 0=0,01, r=35, y=11, Sr=0'9 ysW:O,l.
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Fuente: elaboracién propia.

En la Figura 6 podemos apreciar la influencia del parametro p. En la Figura 6(a) vemos
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que, con valores elevados de r, el diagrama de fases muestra un comportamiento caético
aln para valores altos de p, y a medida que p disminuye el diagrama de fases mostrado
en la Figura 6(b) evidencia un comportamiento cadtico mas complejo aun. En esta
situaciéon el comportamiento de largo plazo del sistema se caracteriza por haber
reemplazado el comportamiento ciclico por una evolucion totalmente erratica que cubre
una gran parte del diagrama de fases del sistema dindmico.

Figura 6: (a) Diagrama de fases cadtico con p=-10, § =0,01, r=3,7 ,;/:1,1,5r =0,9
y sW=O,1. (b) Diagrama de fases cadtico conp=-50, 6=0,01, r=3,7, y=11,
s =09 ys =01.

r w

08
08

06}
Ut 1 04t

04} o2r

Fuente: elaboracion propia.

VI. Cuantificaciéon del caos mediante exponentes de Lyapunov

A partir de ahora introduciremos una forma alternativa de poner en evidencia la
existencia del caos a través de un nimero que lo cuantifique, partiendo del hecho que
una Orbita caodtica es aquella que continla experimentando indefinidamente un
comportamiento inestable tal como una 6rbita cualquiera lo haria en las cercanias de
una fuente, pero donde la misma no es ni periddica ni tampoco un punto fijo.

Si f es un mapa y x: un punto fijo del mismo, y ademas se cumple que f '(x1)=a>1,
entonces la érbita de cada punto x cercano a x: se separara de este a una tasa de
aproximadamente a en cada iteracion. Por lo tanto, la distancia entre f"(x) y f"(x1)=x1,
ird aumentando aproximadamente a veces por cada iteracion.

El concepto de nimero de Lyapunov es el apropiado para cuantificar esta tasa promedio
de separacién de los puntos x que estén cercanos a x;:. El exponente de Lyapunov sera
tan solo el logaritmo natural del nimero de Lyapunov. Siguiendo con el ejemplo dado,
si el nimero de Lyapunov fuese C, para cada punto periédico x; de periodo k,
tendriamos:
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(1) [P0l ()= o

Supongamos que f sea un mapa suave en la recta real. Entonces el nimero de Lyapunov
L(x1) de la érbita {x1, x2, x3, ... , Xn} se define como:

L) =tim | ()| (5, ) ©)
si ese limite existe. El exponente de Lyapunov h(x:) se define como:
h(o)=tim( 37 ) [ [£()|+In [0 )|+t [£(x,)] (7)

si ese limite existe. Debemos notar que h existe si y sélo si L existe, y InL=h.

Supongamos que f sea un mapa suave en la recta real y ademas {xi, xz, ...} una Orbita
acotada de f. Entonces la érbita es considerada cadtica si:

i) {x1, x2, ...} no es asintéticamente periddica.
i) El exponente de Lyapunov h(x:) es mayor que cero.

Los conceptos estudiados anteriormente pueden ser generalizados a mapas en donde
m=1. La idea de medir tasas de separacién entre puntos cercanos en el caso
unidimensional, debe ser ampliada dado que en dimensiones mayores el
comportamiento local puede depender también de la direccién, y entonces tendremos
un ndmero de Lyapunov por cada dimensidon del mapa en cuestion.

Supongamos que f sea un mapa de, m>1, y asumamos que {vo, v1I, vz, ..} sea una
Orbita acotada de f. La 6rbita es considerada cadtica si:

i) {vo, v1, vz, ...} no es asintéticamente periddica.
ii) Ningun nimero de Lyapunov es exactamente uno.
i) L1(vo)>1.

En términos de los exponentes de Lyapunov, la parte (iii) de la definicidn anterior es
equivalente a afirmar que h:(vo)>0.

A continuacion, se representaran los exponentes de Lyapunov correspondientes a
nuestro modelo, es decir h: y hz para distintos valores de los parametros ry p.

En la Figura 7 podemos apreciar como varian los exponentes de Lyapunov h: y h2 cuando
r varia desde 1 hasta 3,7; aquellos que pueden ser calculados y que se sitlan por arriba
de cero son los que indican la presencia de érbitas caoticas.
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Figura 7: Exponentes de Lyapunov h, y h, en funcién de rcon p=-2, 6=0,2,
s,=09,s,=01y y=11.
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Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 8 podemos apreciar como varian los exponentes de Lyapunov h: y h2 cuando
p varia desde -2,2 hasta -0,01; aquellos que se situan por arriba de cero son los que
indican la presencia de 6rbitas caédticas:

Figura 8: Exponentes de Lyapunov h, y h, en funcién de p con 6=0,2, s, =0,9,
s, =01, r=25y y=11.

22 -2 18 16 -14 12 1 -08 -06 -04 -02

Fuente: elaboracion propia.
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VII. Interpretacion del modelo

El pardmetro p de la funcion de produccién CES esta relacionado con la elasticidad de
substitucion entre los factores capital y trabajo o, dada por o=1/1-p. La consideracién
econdmica resultante es que, si p resulta mayor que cero, la elasticidad de substitucién
es elevada; si ademas el parametro r de la ecuacion de Richards es bajo, no se
manifestaran dindmicas complicadas. Este caso corresponderia a una economia no
desarrollada, cuya poblaciéon aun esta lejos de su capacidad de acarreo del entorno y
gue podria exhibir un crecimiento econdmico con menor volatilidad.

Si la produccién de una economia presenta una escasa elasticidad de substitucién entre
los factores productivos, es decir cuando resulta p<0 como en el caso de una economia
desarrollada con alto stock de capital de contenido tecnoldgico y ademas alto capital
humano, la diferencia entre las tasas de ahorro de los accionistas y la de los trabajadores
juega un papel fundamental en cuanto a la aparicién de dindmicas complejas. En esa
situacion, la monotonicidad del Ingreso de capital no se verifica si p es lo suficientemente
bajo y, ademas sr>sw, con la consiguiente aparicion de dinamicas complejas vy
eventualmente caos.

VIII. Conclusiones

En este trabajo se ha investigado la estabilidad local y las propiedades globales de un
modelo de crecimiento de Solow en tiempo discreto con tasas de ahorro diferencial
constante y crecimiento poblacional no constante. Las variantes novedosas del mismo
han consistido en utilizar la funcién de produccién CES y la ecuacién de Richards para
modelizar la fuerza de trabajo, con una tasa de crecimiento poblacional variable y la
posibilidad de poder elegir con mayor flexibilidad el punto de inflexion de la misma dada
por el parametro.

El andlisis de los puntos fijos concluyd la existencia de equilibrios multiples segun
determinadas condiciones de valores de los parametros del sistema. Luego se analizaron
otros valores de los parametros no contemplados en el analisis preliminar mediante el
recurso grafico cobweb, diagramas de bifurcacion y diagramas de fases, especialmente
para poner en evidencia las dindmicas complejas a las que puede arribar el presente
modelo. Posteriormente el analisis de dichas fluctuaciones se complementé con la
obtencidn de los exponentes de Lyapunov para poder cuantificar la existencia de caos.

Los resultados del andlisis muestran que el modelo estudiado puede exhibir
fluctuaciones, dinamicas complejas, ciclos de multiples periodos, y también
comportamiento caédtico. Estas caracteristicas se manifiestan a medida que el parametro
de la ecuacion de Richards aumenta (lo cual produce un aumento en la fluctuacién de la
tasa de crecimiento poblacional) o también si el parametro disminuye (lo cual también
impacta en la elasticidad de substitucidon de la funcidon de produccién).

De acuerdo a esto, ha quedado en evidencia el rol central que juega la elasticidad de
substitucion en relacién a la propiedad de monotonicidad del ingreso de capital, dado
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que las dinamicas complejas emergen y propagan sus fluctuaciones al fallar esta
condicion.

En el caso de economias no desarrolladas, que verifican alta elasticidad de substitucion
entre los factores capital y trabajo, y manifiestan una baja tasa de crecimiento
poblacional, no es factible la aparicion de fluctuaciones. Dichas dindmicas son propensas
a manifestarse cuando la elasticidad de substitucién es baja, tal es el caso de una
economia desarrollada con alto contenido de capital de indole tecnoldgico y elevado
capital humano, verificando estas economias también los valores de tasas de ahorro
diferenciales propicias al surgimiento de este fendémeno.

En este trabajo se han presentado las primeras herramientas analiticas y numéricas que
permiten inferir la riqueza de esta dindmica segun se varien los valores de los
parametros del sistema. A futuro, se planea profundizar en las mismas con el objetivo
de conseguir una descripcion mas detallada de esta dinamica.
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