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A Hilda Lizzi y Ángelo Digilio les debo un reconocimiento especial, ya que fueron

una ayuda invaluable para acceder a parte de la bibliograf́ıa consultada.

No tengo forma de agradecer a mi esposa Liliana, a quien le dedico este trabajo,

por haber aceptado que muchas veces le dedicara más tiempo a la Tesis que a ella

misma.

A todos aquellos que no nombro, miembros de la UCA y el Doctorado, profesores,
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Resumen

Aún cuando la teoŕıa económica ha identificado los componentes de la inversión,

no ha sido posible contar con una formulación general que explique su comporta-

miento y pueda ser utilizada para pronosticar su evolución futura. También, y desde

los primeros trabajos que trataron el tema, quedó claro que existe una gran difi-

cultad para determinar las variables relevantes y el funcionamiento mismo de los

mecanismos que llevan a un empresario a aumentar o disminuir su stock de capital.

Fue (Tobin, 1969) el primero en mencionar la relación existente entre el valor del

capital que tiene una empresa y el valor que el mercado de capitales le asigna a

esa empresa a través del precio de sus acciones en la bolsa de valores. Sin embargo,

como en general se ha supuesto que el empresario es ‘precio aceptante’ y por ello

no tendŕıa que ocuparse del volumen de ventas, se ha concluido que la ‘q’ de Tobin

contiene toda la información necesaria para decidir.

Pero al incluir rigideces en el modelo, el mecanismo de información v́ıa precios se

interrumpe y el mercado no se equilibra automáticamente, ya que las señales de

precios no reflejarán las verdaderas posibilidades de venta del producto. También

es cierto que bajo los supuesto de competencia perfecta aplicados, la función de

beneficio empresario queda indeterminada. Confirmando estos puntos, los estudios

emṕıricos no han podido obtener coeficientes de ajuste importantes, lo cual nos

anima a plantear que el elemento faltante en la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin, es la

inclusión expĺıcita del tamaño del mercado de venta de la producción en el modelo

(al que llamamos ‘Mercado Meta’), de manera que el volumen de inversión sea

realizado con ajuste a la cantidad de unidades producidas que podrán venderse

efectivamente.

xiv



Es aśı que en esta Tesis verificamos que la inclusión expĺıcita del Mercado Meta en

la formulación de la ‘q’ de Tobin, no sólo complementa el modelo tradicional, sino

que mejora sustancialmente la estimación econométrica al detectar la cointegración

de las series involucradas y confirmar, entre otros puntos, que:

El modelo incluyendo el Mercado Meta, es estable teórica y dinámicamente,

aśı como el Mercado Meta es relevante estad́ıstica y teóricamente .

Nuestro modelo ampliado cumple las condiciones necesarias y suficientes de

la teoŕıa del control óptimo y tiene trayectorias de comportamiento optimal

similares a las del modelo de la ‘q’ de Tobin tradicional (sin el Mercado Meta).

La restricción del Mercado Meta está activa en el estado estacionario, lo que

significa que es relevante para explicar la inversión.

El Mercado Meta, además de actuar como catalizador para detectar la cointe-

gración, otorga justificación teórica a modelos de la ‘q’ de Tobin ampliada y de

competencia imperfecta, cuyas variables actuaŕıan como ‘proxi ’ del mercado.

Cuando no se incluye el Mercado Meta, el modelo queda mal especificado. Por

el contrario, todas las pruebas estad́ısticas en las dos verificaciones emṕıricas

que realizamos con nuestro Modelo que incluye el Mercado Meta, resultaron

correctas con un R̄2 superior al 80 %, sin autocorrelación ni heteroscedastici-

dad.

Al estimar para el peŕıodo 1950-2010 un modelo de corrección de errores en

logaritmos, el resultado de largo plazo muestra causalidad en el sentido de

Granger desde las variables explicativas (‘q’ de Tobin, Mercado Meta, relación

de crédito a GDP y tasa de interés), hacia la relación de inversión a capital.

En el corto plazo hay causalidad en el sentido de Granger de la ‘q’ de Tobin

a la relación de inversión a capital. La velocidad de ajuste entre el corto y el

largo plazo es del 61 % de la discrepancia en cada año, ceteris paribus.

Nuestro enfoque complementa la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin y, de acuerdo a como esté

valorada la empresa en el mercado de capitales (o sea, el precio de sus acciones), el

inversor emitirá más acciones, tomará deuda mediante la emisión de bonos o créditos

bancarios, o usará capital propio para financiar la inversión.
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Abstract

Using the traditional Tobin’s q – the market value of a firm divided by its book

value – with competitive markets in inputs and products and quadratic installation

costs, we explicitly restrict the level of production to limit it to the quantities that

are expected to be sold. We identify amount expected to be sold as the size of the

target market, which it expects to supply.

This Expanded Model is solved by Optimal Control, verifies the necessary and suf-

ficient conditions, is stable and has trajectories similar to the traditional Tobin’s

model. The target market restriction, on the other hand, is operative in the steady

state, indicating that it is relevant. The econometric analysis shows that the target

market, in addition to being the catalyst to detect cointegration, would grant theo-

retical justification to some augmented Tobin’s q and imperfect competition models,

in which the variables used would be acting as proxies of the target market.

Estimates made with data from the United States for the periods 1952-1976 and

1950-2010 yielded statistical las pruebas with the predicted sign, with an R2 grea-

ter than 80 %, without autocorrelation or heteroskedasticity. Finally, estimating an

error correcction model in logarithms for the USA 1950-2010, exhibited causality

in Granger’s sense on the long-term model, from the explanatory variables (Tobin’s

q, target market, credit to GDP ratio and first difference of interest rate), to the

investment to capital ratio.

In the short term, there is causality in Granger’s sense from Tobin’s q to the ratio

of investment to capital. The speed of adjustment between the short and long term

is 61 % of the discrepancy in each year, ceteris paribus.
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Our approach does not invalidate the Tobin’s q theory, but complements it. Depen-

ding on how the company is valued in the capital market, will issue more shares,

take debt by issuing bonds or bank credits, or use own capital to finance investment.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El objeto de esta Tesis es mostrar la necesidad e importancia de incluir expĺıcita-

mente en la ecuación de inversión del modelo de la ‘q’ de Tobin, la estimación del

Mercado Meta (el tamaño del mercado de venta de la producción que se define en

la página 42) . Presentamos un Modelo Ampliado similar al tradicionalmente uti-

lizado, pero con una restricción adicional correspondiente al tamaño del mercado,

cuyos resultados son corroborados de manera teórica y emṕırica.

Esta formulación del modelo sigue la intuición del trabajo original de (Tobin, 1969),

que plantea una curva LM Keynesiana estándar en función de la variable ‘q’, definida

como el valor del capital relativo a su costo de reemplazo. Más adelante veremos

detalles técnicos más precisos, pero baste por ahora con señalar que es el propio

Tobin, respaldando su explicación en un gráfico similar al de la Figura 1.1, quien

indica que esa curva LM debe ser completada mediante una curva IS, a fin de

encontrar el equilibrio entre la oferta y la demanda1.

Las sucesivas representaciones de esta potente teoŕıa que relaciona el valor de la

empresa con el costo de reposición de su capital, fueron generando estilizaciones

hasta llegar a la śıntesis neoclásica realizada por (Hayashi, 1982), quien eliminó la

curva del mercado de bienes y afirmó que en la ‘q’ se encuentra toda la información

que necesita el inversor para tomar su decisión.

1/ Cf (Tobin, 1969), página 21 para la cita y página 22 para la Figura número 3 del art́ıculo.
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Figura 1.1: Curvas LM e IS (Tobin, 1969)

La ausencia del mercado de bienes fue acompañada con supuestos de rendimientos

constantes a escala y competencia perfecta, que llevaron a la indeterminación de

la oferta debido a la propia forma de construcción de la Śıntesis2. Para resolver la

indeterminación, se impuso como condición adicional que el nivel de producto viene

dado exógenamente3, a fin de establecer el nivel de capital óptimo.

Los problemas que acarrearon estos supuestos tan restrictivos, desembocaron rápi-

damente en la incapacidad emṕırica del modelo para verificar la teoŕıa. Al propio

problema de estimar el valor de ‘q’, se le agregaron otros como la correlación entre

las variables y los bajos niveles del coeficiente de determinación.

A nuestro entender, y siguiendo el planteo de (Tobin, 1969), la ecuación de inversión

debe incluir el mercado de bienes al que está dirigida la misma, a fin de que se

determine dentro del modelo, el nivel de producción que busca el empresario. Esto

es importante ya que la inversión estimada determinará el futuro nivel de capital de

la economı́a que, para que sea el óptimo, debe estar relacionado con el volumen de

2/ Ver la Sección B del Anexo A en la página 135 para más detalles.
3/ Cf (Hayashi, 1982), página 215.
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producción en cada peŕıodo.

De esta manera, nuestro Modelo Ampliado que incluye expĺıcitamente el Mercado

Meta en la ecuación de inversión, evita la indeterminación de la oferta de bienes

ya que el nivel de producción se fija internamente. Por otra parte, la consideración

de una curva IS en el modelo da respaldo a la elección del Producto Bruto Interno

como tamaño del Mercado Meta para las estimaciones emṕıricas, a la vez que evita

la correlación entre las variables gracias a la cointegración de las mismas, logrando

con ello un mejor R2.

I. Breve Estado de la Cuestión

A. Inversiones Consideradas

No hace falta aclarar la importancia de la inversión en el proceso económico de cual-

quier páıs, ya que resulta determinante a la hora de definir temas centrales como el

desarrollo, el crecimiento económico, el desempleo y tantos otros ejes fundamentales.

Por ello, entender su funcionamiento resulta primordial, y para hacerlo, debemos

empezar por la composición misma del término. Pareceŕıa un tema menor, pero si

bien las cuentas nacionales miden la inversión mediante tres conceptos: (i) fija, (ii)

inventarios y (iii) vivienda; existen otros componentes que no se registran en estos

rubros.

Mencionemos en primer término a los bienes de consumo durables como heladeras,

lavarropas, automóviles, etc., que proveen servicios de consumo durante más de un

peŕıodo de tiempo. Si bien incrementan el stock de capital en un sentido amplio, son

contabilizados por las cuentas nacionales como gastos de consumo y no integran la

inversión. Un caso similar es el de la infraestructura pública, como carreteras, puentes

y otros, que también es considerada gasto de consumo por parte del gobierno.

Otro rasgo que distingue al tipo de capital, se refiere a si es “reproducible” o no.

Pueden hacerse nuevas casas o fábricas, pero no puede aumentarse la cantidad de

tierra, o de minerales del suelo, entre otros. Estos son bienes “agotables”, llamados
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aśı porque a medida que se usan se agotan. También se los conoce como “no renova-

bles”. Notemos en este caso que cuando por ejemplo extraemos petróleo de un pozo,

lo que estaŕıamos haciendo es una “inversión negativa” de ese recurso. Sin embargo,

esto tampoco es considerado por las cuentas nacionales.

También son ignoradas las formas de capital no f́ısico, cuyo mejor ejemplo son los

recursos humanos. Cuanto más capacitada está la fuerza laboral y empresarial de

un páıs, mayor debeŕıa ser la productividad laboral y de la inversión. Sin embargo

la educación, por ejemplo, también es considerada gasto de consumo por las cuen-

tas nacionales. Similar tratamiento lleva el tema de investigación y desarrollo, que

comprende incluso actividades cient́ıfico-tecnológicas.

Como vemos, son varios los conceptos que desde un punto de vista económico podŕıan

considerarse como inversión, pero que al no ser registrados como tales por las cuen-

tas nacionales, no son considerados en los diferentes estudios, y tampoco podremos

abarcarlos en esta Tesis. Al respecto, (Eisner, 1988) consideró que en 1981 la inver-

sión en Estados Unidos habŕıa sido alrededor de veinte puntos del PBI superior a la

registrada, si se hubieran considerado estos rubros.

Otro aspecto que debemos considerar, es el referido a quién hace la inversión, ya que

en los modelos macroeconómicos agregados se considera por simplicidad que son las

familias, como propietarias de las empresas, quienes llevan adelante las inversiones.

En nuestro caso, vamos a separar consumidores de empresarios, y serán estos últimos

los encargados de realizar las inversiones de capital que aqúı estudiamos.

Esto nos permitirá asumir que el empresario maximizará el valor de la empresa, en

lugar de recurrir a la maximización de la utilidad por parte del consumidor. También

nos liberará de un efecto no deseado, que es el de tener que considerar la riqueza

monetaria de las familias, y nos permitirá focalizarnos en el stock de capital de las

empresas

En términos contables sabemos que la inversión de un peŕıodo equivale a la diferencia

entre el stock de capital de ese peŕıodo y el anterior más la depreciación producida

sobre el stock del peŕıodo anterior. Formalmente podemos representarlo como:
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It = Kt −Kt−1 + δKt−1 = Kt − (1− δ)Kt−1 (1.1)

Donde: It: inversión en el peŕıodo ‘t’

Kt: stock de capital en el peŕıodo ‘t’

δ: tasa de depreciación, en tanto por uno

Se trata sin embargo, de la ecuación ex-pos de la inversión, que no resulta por śı

sola de gran utilidad a la hora de estimar cuál será el volumen de inversión.

Para ello, y sin resultar exhaustivos, existen dos corrientes principales de razona-

miento en la literatura económica, referidos a la forma de estimar el comportamiento

de la inversión (o los motivos por los cuales se desarrolla la misma). Estas corrientes

son la teoŕıa de ’El Acelerador’ y su cuasi continuación que incorpora los costos de

ajuste del capital por un lado, y por el otro la Teoŕıa de la ’q de Tobin’ . Ambas son

descritas a continuación.

B. La Teoŕıa del Acelerador

El modelo del Acelerador parte del supuesto de que existe una relación estable

entre el stock de capital que una empresa desea mantener y su nivel de producción

y sugiere que el monto deseado de capital (K*) es una fracción constante (γ) del

producto (Y) (Blanchard, 1981a) 4

K∗ = γ · Y (1.2)

Esto deriva en que bajo determinadas condiciones 5, la productividad marginal del

capital, que equivale a la tasa de interés (r) más la tasa de depreciación (δ), resulta

ser un múltiplo del nivel de producto. En función de ello, la relación ’γ’ será estable

siempre que r+δ no vaŕıe mucho en el tiempo.

4/ Uno de los primeros trabajos clásicos de la teoŕıa del acelerador (luego ampliada y difundida
por Samuelson), fue el de J.M.Clark (1917)

5/ Funciones de producción con rendimientos constantes a escala, mercados competitivos y
oferta de factores (excepto para el capital) perfectamente elásticos.
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Si las empresas pudieran incrementar (o reducir) su stock de capital sin demoras ni

costos, el stock deseado de capital debeŕıa coincidir con el real, y la inversión neta

debeŕıa ser similar a la planteada en (1.1)6:

INeta = K∗t−1 −Kt−2 = γ Yt−1 − γ Yt−2 = γ (Yt−1 − Yt−2) (1.3)

La ecuación 1.3 en realidad nos está diciendo que la inversión neta es proporcional

a la variación del Producto más que al nivel del mismo. Cuando hay un aumento

del Producto, la Inversión se acelera para abastecer la mayor demanda y, de ah́ı, el

nombre de esta teoŕıa.

Notemos antes de continuar algunas cosas:

Lo que este modelo nos dice es que la inversión crecerá como respuesta a un

aumento del producto, cuando en realidad el proceso es inverso, ya que para

que haya aumento del producto, debe haber habido previamente un proceso

de inversión de sentido amplio 7.

Este modelo supone que la inversión siempre es suficiente para mantener el

stock de capital.

para que ‘γ’ sea constante, el costo del capital debe ser fijo.

cuando se agrega incertidumbre, como no se conoce el nivel de producción del

peŕıodo siguiente, también debe suponerse que coincidirá con el óptimo ‘Y*’.

Podemos plantear ahora la ecuación de Inversión del Acelerador junto con las del

Consumo (C) y el Gasto Público (G), y desarrollar un modelo Keynesiano básico

muy simple como el siguiente:

6/ La ecuación para la inversión bruta reflejada en 1.1 viene dada por It = γ(Yt−1−Yt−2)+δKt−1
7/ Que comprende inversión reproductiva o al menos aumento del capital de trabajo, si obviamos

los casos de aumento de la productividad de los insumos de producción.
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Ct = α · Yt−1

It = γ · (Yt−1 − Yt−2)

Yt = Ct + It +Gt

⇒ Yt = αYt−1+γYt−1−γYt−2+Gt = (α+γ)Yt−1−γYt−2+Gt

También como ya dijimos, tradicionalmente se supone que el stock de capital se

ajusta automáticamente y sin costos, lo cual en la práctica tampoco es cierto ya que

desde que se toma la decisión de inversión hasta que se inicia la nueva producción,

suelen pasar meses y hasta años, dependiendo del tipo de sector económico, nivel

de tecnoloǵıa, etc. Tampoco es tan simple reducir el stock de capital más allá de la

tasa de depreciación, ya que es bastante dificultoso venderlo rápidamente.

Todo esto llevó a los economistas a reconocer que el stock de capital deseado no

coincide siempre plenamente con el real, surgiendo modelos de ajuste de inventarios

y más recientemente, de costo de ajuste del capital (Lucas Jr, 1967), que plantean

un mecanismo de ajuste parcial entre el stock deseado y el real, reformulando la

primera parte de (1.3) como:

INeta = g · (K∗t−1 −Kt−2) (1.4)

Donde 0 < g ≤ 1 es un parámetro conocido, denominado coeficiente de ajuste

parcial. Cuando g=1 estamos en la ecuación del Acelerador (1.3), y a medida que g

se acerca a cero, más lento es el ajuste, por lo que en realidad g mide la velocidad

con la que el stock efectivo de capital se acerca al deseado.

Debemos notar por otro lado que este costo de ajuste debe medir también el exceso

de stock de capital, ya que el haber invertido de más también hace diferir el saldo real

con el deseado. Por lo general para reflejar estos costos de ajuste, se aplican funciones

de pérdida cuadráticas, que implican que la perdida para la empresa equivale al

cuadrado de la diferencia entre el stock deseado y el real 8, de lo cual surge que la

8/ Si la diferencia entre el stock deseado y el real es de 3; la perdida para la empresa es 9 = 32.
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pérdida global equivale a

P érdidat = c1(K∗t−1 −Kt−2)2 + c2(Kt−1 −Kt−2)2 (1.5)

Donde c1 y c2 son constantes.

C. La Teoŕıa de la ‘q’ de Tobin

Si planteamos este problema en términos dinámicos y sin ecuaciones de comporta-

miento espećıficas, podemos resolver la maximización de los beneficios de la empresa,

utilizando la técnica del Control Óptimo9. Para ello hemos de considerar a I(t) como

variable de control y k(t) como variable de estado 10.

Vamos a suponer un mercado con ’N’ firmas idénticas en el cual el beneficio de la

empresa representativa ‘π’ es proporcional a su stock de capital (kt) y decreciente con

el stock de capital de la Industria en su conjunto K(t), de modo que expresaŕıamos

π[K(t)]·k(t) 11. La hipótesis del modelo, es que los costos de ajuste del capital Ψ[I(t)]

son una función convexa de la tasa de variación del stock de capital de la empresa, y

el valor presente de sus beneficios descontados, considerando que tanto el precio de

los bienes producidos por la empresa como el de los bienes de inversión son iguales

a uno, y que está representado por:

Π(t) =

∫ ∞
t=0

e−rt {π[K(t)]k(t)− I(t)−Ψ[I(t)]} dt (1.6)

Vamos a introducir ahora la restricción presupuestaria en términos dinámicos, que

vendrá dada por la relación entre el stock de capital de la empresa y su nivel de

inversión: k(t) = k(t− 1) + I(t); por lo que la empresa debe

Maximizar

∫ ∞
t=0

e−rt {π[K(t)]k(t)− I(t)−Ψ[I(t)]} dt (1.7)

9/ Una sucinta explicación de la teoŕıa del control óptimo y del principio del máximo puede
verse en la sección I del Caṕıtulo 2 de esta Tesis, en la página 128.

10/ Ya que el valor de k(t) viene determinado por las decisiones tomadas en el pasado.
11/ El beneficio de la empresa representativa equivale a una proporción k(t)/K(t) del de la

Industria, con π
′
< 0
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Sujeto a : K̇(t) = I(t)− δk(t)

Cuyo Hamiltoniano en valor presente viene dado por:

H [K(t), I(t)] = π[K(t)]k(t)− I(t)−Ψ[I(t)] + q(t) [I(t)− δk(t)] (1.8)

Donde q(t) corresponde al precio sombra de la variación del stock de capital de la

empresa, siendo por lo tanto la variable de coestado del modelo. La resolución del

problema de Control Óptimo requiere como primera condición que la derivada del

Hamiltoniano (1.8) con respecto a la variable de control [I(t)] sea igual a cero para

cada t, lo cual puede expresarse como:

1 + Ψ
′

I = q(t) (1.9)

Esto nos dice que el costo de incorporación de una unidad adicional de capital ‘qt’

es equivalente al valor de compra del bien de capital (que hab́ıamos supuesto igual

a 1), más el costo marginal de la variación del stock de capital.

La segunda condición del Principio del Máximo, requiere que el negativo de la deri-

vada del Hamiltoniano con respecto a la variable de estado k(t), sea igual a la tasa

de variación del precio sombra ‘q̇(t)’, lo cual nos lleva a:

π[K(t)] = rq(t)− q̇(t) (1.10)

Que nos indica que el ingreso marginal del capital 12 debe ser equivalente al costo

de oportunidad de una unidad de capital, representado por la diferencia entre el

interés real ‘r·q’ y la variación en el valor del capital en el peŕıodo. Por último, la

condición de transversalidad establece que no será óptimo conservar capital valioso

indefinidamente, por lo cual:

ĺımt→∞ e
−rtq(t)K(t) = 0

12/ IMg K = ∂π(Kt)kt
∂kt

= π[K(t)].
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Como mencionamos en la ecuación (1.9), q(t) indica el efecto que tendŕıa una unidad

adicional de capital sobre los beneficios empresarios, por lo que también podemos

definirlo como el valor presente descontado de los ingresos marginales futuros de una

unidad de capital:

q(t) =

∫ ∞
τ=t

e−r(τ−t)π[K(τ)]dt

Desde este punto de vista, podemos dar una interpretación alternativa a q, consi-

derándolo como el valor de mercado de una unidad de capital (utilizando el supuesto

de mercado eficiente). Si avanzamos un paso más, y suponemos que además existe

un mercado de acciones en el que cotiza la empresa, su valor de mercado debeŕıa

estar en ĺınea con su stock de capital, y como hemos supuesto que el valor del bien de

capital es 1; q termina reflejando la relación entre el valor de mercado de una unidad

de capital y su costo de reposición. Por lo tanto, y basándonos en (1.9), la empresa

invertirá si el valor de mercado del capital es superior a su costo de reposición. A

esta relación se la conoce como la q de Tobin.

Debemos notar que desde este punto de vista, lo que nos interesa es el valor marginal

de ‘q’ más que su valor medio, aun cuando se verifica que estos coincidirán cuando

hay rendimientos constantes a escala y mercados competitivos (Hayashi, 1982)

D. Desarrollos Recientes

La medida emṕırica habitual, que llamamos ‘q’ de Tobin, supone que el valor actual

de la empresa puede medirse por su valoración en el mercado de capitales. Bajo

los supuestos de empresas precio aceptantes y funciones de producción y costo de

ajuste de la inversión homogéneas de primer grado, (Hayashi, 1982) afirma que los

precios de las acciones en el mercado de valores capturaran “toda la información

relevante”sobre la rentabilidad futura esperada.

Sin embargo, cuando las condiciones de competencia perfecta no se cumplen, o
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cuando los precios de las acciones en el mercado de valores están influenciados por

“burbujas”transitorias o cualquier otro factor que no sea el valor actual descontado

de las ganancias esperadas, la ‘q’ de Tobin no incorpora toda la información relevante

sobre la rentabilidad futura, provocando problemas de estimación tanto del valor de

la propia ‘q’ como de la inversión.

Para esos casos se han probado con relativo éxito emṕırico, versiones ampliadas del

modelo canónico planteado por (Hayashi, 1982) entre otros13, agregando variables

adicionales como ventas actuales y rezagadas o expectativas empresarias sobre ventas

futuras. En este sentido, (Cooper and Ejarque, 2001) utilizaron este mecanismo

con datos simulados en un modelo donde las empresas no son precio aceptantes,

verificando que la ‘q’ media en ese caso no es una medida representativa de la

inversión.

Una vertiente de la literatura se focalizó en el impacto que las restricciones finan-

cieras y las imperfecciones en el mercado de capitales tienen sobre la inversión cor-

porativa. Esta corriente iniciada por (Fazzari et al., 1987) bajo la denominación de

‘racionamiento de capital’, generó muchos estudios emṕıricos que agregaron varia-

bles para medir el flujo de efectivo en modelos emṕıricos y relacionar las tasas de

inversión con la ‘q’ de Tobin. Estudios como los de (Schiantarelli, 1996), (Hubbard,

1997) y (Bond and Van Reenen, ) detectaron coeficientes significativos en las esti-

maciones de los flujos de caja, lo cual consideraron una evidencia sobre la restricción

que le impone la disponibilidad de fondos internos a la inversión.

También la literatura analiza el flujo de efectivo segmentando grupos de empresas

que tienen una mayor prima de riesgo financiero, aunque con varios inconvenientes

ya que muchas veces los parámetros adicionales estimados no son diferentes de cero

para todos los segmentos considerados. (Kaplan and Zingales, 1997), (Fazzari et al.,

2000) y (Kaplan and Zingales, 2000) entre otros, argumentan que las empresas que

enfrentan una prima mayor de riesgo necesitan tener menor variación en los flujos

de caja de la inversión.

Otras investigaciones que utilizan datos de empresas estadounidenses por el contra-

13/ Llamamos canónico al modelo tradicional de la ‘q’ de Tobin que se muestra en la ecuación
1.7 y su restricción.
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rio, encuentran que los coeficientes de las variables del flujo de efectivo pueden no

ser robustas. (Erickson and Whited, 2000) por caso, desarrollan un método genera-

lizado de estimador de momentos utilizando condiciones para el momento de orden

superior, que puede corregir la presencia de ”burbujas”persistentes, siempre que las

mismas sean independientes del valor de la empresa y del valor descontado de las

ganancias futuras.

En el mismo sentido, (Cummins et al., 1999) afirman que qmarginal 6= qmedia cuan-

do hay ”burbujas”persistentes en los mercados de valores y verifican que la ‘q’ de

Tobin no se puede aproximar utilizando la ‘q’ media, cuando las burbujas están

correlacionadas con el valor actual de la empresa. En esos casos, no habŕıa varia-

bles instrumentales válidas disponibles para la medida habitual de la ‘q’ de Tobin

construida utilizando valoraciones del mercado de capitales.

(Bond and Cummins, 2001) mientras tanto, utilizan una estimación directa del valor

actual descontado de las ganancias futuras, pero construido aplicando los pronósticos

de ganancia individual realizados por los analistas del mercado de valores. También

encuentran que los estimadores de los flujos de caja no son relevantes cuando se

usa esta medición en lugar del valor de acciones de la empresa en el mercado de

capitales. (Cummins et al., 1999) por su parte, indican que el flujo de caja se con-

vierte en insignificante en ese caso para todas las empresas por segmentos que se

han utilizado comúnmente en la literatura emṕırica sobre restricciones de inversión

y financiamiento. Otros estudios como los de (Bond and Cummins, 2001) y (Bond

and Mulkay, ) verifican que el coeficiente de cobertura de intereses está inversamente

relacionado con el flujo de caja.

Vemos aśı que la inclusión de variables, de flujo de caja u otras, en las estimaciones de

la inversión, pueden estar señalando fallas en la ‘q’ de Tobin para capturar “toda la

información relevante”sobre la rentabilidad esperada de la inversión. Estas variables

agregadas al modelo canónico podŕıan estar capturando expectativas de rentabilidad

a largo plazo que son relevantes para explicar la inversión y que escapan en la

medición del valor medio de ‘q’.

Similares inconvenientes han surgido en otras aplicaciones recientes desde distintas
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vertientes, como son los medios de comunicación (harrigan2018), la estructura ac-

cionaria (Rostami2015) y la industria bancaria (Ali2016) entre otros, en los que los

problemas de estimación tanto de la ‘q’ de Tobin como de la inversión han seguido

siempre presentes.

Complementariamente, estas fallas de estimación que se encuentran también podŕıan

reflejar especificaciones erróneas del modelo canónico básico, relacionadas con el

poder de mercado, los rendimientos decrecientes a escala o componentes no convexos

de los costos de ajuste, aśı como con la presencia de restricciones financieras.

Un factor adicional que podŕıa ser causante o solución de algunos de estos problemas

y es el que exploraremos a lo largo de esta Tesis, es el referido a la formulación

incompleta del modelo canónico, en el cual estaŕıa faltando incluir de una manera

expĺıcita, la estimación del tamaño potencial del mercado al que se enfrentará el

inversor.

E. Alternativas y Estimaciones Relevadas

Muchos autores incorporaron otras variables al modelo de la ‘q’ de Tobin, a fin de

poder reconciliarla con los datos emṕıricos y evitar la autocorrelación de los residuos,

entre otros inconvenientes. Algunos tuvieron mejores resultados que otros, aunque

todav́ıa ninguno fue concluyente, por lo que la discusión sigue abierta en este sentido.

Uno de los mecanismos fue incorporar el efecto impositivo, y ha servido en muchos

modelos para mejorar la estimación, identificando cambios de parámetros económi-

cos (Summers, 1981). Sin embargo, también parece ser cierto que este tema en páıses

menos desarrollados no debeŕıa afectar tanto.

Dado que la inversión fluctúa mucho más que el PIB, agregar un factor de flexibili-

dad mediante la inclusión de rezagos (o lags) en los coeficientes, genera una mejor

aproximación (Clark, 1979). Tanto la incorporación de rezagos en la estimación, co-

mo la distribución en el tiempo de la decisión de invertir y del desembolso de fondos

y duración efectiva de los procesos de inversión, también fueron elementos muy em-

pleados en los 70’s. Un buen resumen de estos avances puede verse en el análisis de
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(Jorgenson et al., 1970).

También se considera a veces, que las modificaciones del capital son realizadas me-

diante ampliaciones o construcciones y bastante menos en el stock existente, por

eso desplazan el costo de alquiler del capital un peŕıodo y las inversiones pasan a

depender del ‘nivel’ del alquiler en lugar de la ‘diferencia’.

Otra variante muy utilizada en las estimaciones, ha sido la inclusión de indicadores

referidos a las encuestas de expectativas de inversión de las empresas, que al incor-

porar información no medible en la economı́a, resultan ser un buen estimador en la

mayor parte de los modelos econométricos que las emplean.

Una alternativa también utilizada en las estimaciones emṕıricas, ha sido agregar

términos que reflejen el cash flow y el margen de ganancia de la empresa, para

mostrar la capacidad de financiamiento autónomo de la inversión.

Una opción también utilizada, ha sido dividir las variables por el PIB potencial para

corregir la heteroscedasticidad del modelo, dado que la desviación estándar de los

residuos en principio vaŕıa de manera proporcional al tamaño de la economı́a.

Muchos de los problemas de la estimación de la teoŕıa de la inversión, han surgido

por fallas en la medición de la ‘q’ de Tobin, asociadas con la agregación de las varia-

bles y la competencia imperfecta existente en la realidad, en lugar de los mercados

competitivos que en general propone la teoŕıa.

También hay evidencias acerca de la necesidad de una mejor especificación del mo-

delo, que pareceŕıa ser una de las principales causas de la autocorrelación presente

en la mayoŕıa de las estimaciones.

Si bien autores como (Schaller, 1990) sostienen que el principal problema de espe-

cificación del modelo está dado por los problemas de agregación que presenta la

economı́a, a nuestro entender, y sin desconocer que la agregación también influye y

mucho, la ausencia del tamaño del mercado potencial es una causa importante de

errores de especificación, que a su vez motivaŕıa muchas veces la autocorrelación de

los residuos de la estimación.

Una cuestión adicional es que la teoŕıa considera que el empresario produce exac-
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tamente lo que el mercado quiere comprar (en general ni siquiera hay variación de

inventarios), porque supone impĺıcitamente que la demanda será siempre suficiente

para su nivel de producción o bien que el inversor la conoce de antemano.

II. Aspectos Complementarios

A. Ventajas e Inconvenientes de los Modelos

Una ventaja de la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin es que analiza lo que va a pasar y no

lo que pasó, como era el caso del modelo del acelerador neoclásico. De esta manera,

incorpora las expectativas y los costos de ajuste de la inversión que permiten una

mejor explicación de la realidad, determinando mediante la optimización dinámi-

ca (tanto bajo la teoŕıa del control óptimo como con programación dinámica), el

volumen de producción y las sendas de equilibrio del stock de capital y su precio

sombra.

Sin embargo, nada dice acerca de la venta de la producción que se planeó. Se opti-

miza la producción y se supone que todo se vende. Algunos estudios incorporaron la

variación de inventarios, pero no tuvieron un gran desarrollo14. Vamos a ver formal-

mente más adelante los motivos de este interrogante,15 pero anticipamos aqúı que al

suponer mercados competitivos, se ha aceptado por añadidura el ajuste instantáneo

que se produce en competencia perfecta. No obstante, al introducir una ecuación de

costo de ajuste de la inversión, se está agregando una distorsión que impediŕıa por

śı misma ese equilibrio automático.

Esta ausencia de ajuste automático en el stock de capital, estaŕıa abriendo la posibi-

lidad de que el capital pueda aumentar o disminuir independientemente del compor-

tamiento del mercado de venta del producto, poniendo en tela de juicio el supuesto

de que como el empresario decide optimalmente, su stock de capital siempre será

14/ Nos referimos a aquellos modelos que desde la perspectiva de la organización industrial (por
ejemplo (Lindenberg and Ross, 1981)) buscaron mejorar la aproximación, pero no nos referimos a
los modelos Dinámicos (S s) de inventarios.

15/ Más adelante, en la Sección II.C en la página 17 analizaremos brevemente algunos puntos
de los art́ıculos de (Lucas Jr and Prescott, 1971) y de (Hayashi, 1982)
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óptimo. Es por eso que a nuestro entender, incorporar expĺıcitamente en el modelo

de la ‘q’ de Tobin las cantidades que el empresario espera vender (o sea, el tamaño

del Mercado Meta) puede superar este inconveniente. Es este razonamiento el que

nos lleva a plantear y desarrollar esta Tesis, buscando dar respuesta al interrogan-

te planteado, mejorando aśı la capacidad explicativa de la teoŕıa y la estimación

emṕırica del Modelo.

Para ello, y como iremos desarrollando a lo largo de este estudio, vamos a incorporar

expĺıcitamente en las ecuaciones de comportamiento del modelo, el mercado al cual

el inversor tiene acceso para vender su producción futura.

El mercado accesible para el inversor, será aquel al cual la empresa puede acceder

libremente y sin restricciones de ningún tipo legal, arancelario, monopoĺıstico, etc.

Europa por ejemplo es un mercado interesante, pero está cerrado para muchas ex-

portaciones de distintos páıses. Otros mercados están abiertos, pero son más lejanos

y tienen un costo de trasporte que también limita el acceso. Discutiremos estas cues-

tiones y daremos una definición formal en la Sección I.A del Caṕıtulo 2 en la página

42.

B. Caracteŕısticas de la ‘q’ de Tobin

Puede demostrarse que bajo los supuestos habituales, la ‘q’ marginal que plantea

Tobin resultará inferior a la ‘q’ media observable en la práctica. Esto surge del

supuesto de rendimientos marginales decrecientes de los beneficios empresarios, que

hace que los mismos aumenten proporcionalmente menos que el stock de capital.

Por ello, el marginal de ‘q’ es menor que el valor medio.

Adicionalmente al problema de la observación de la ‘q’ de Tobin, surge el de la

volatilidad diaria del precio de las acciones, valor este necesario para calcular ‘q’,

que hace bastante dif́ıcil cualquier aproximación para valuar la empresa frente al

valor de reposición del capital (Blanchard and Fischer, 1989).

Vemos entonces que la ’q’ es muy interesante teóricamente, pero como está plantea-

da refleja más una elección sobre cómo financiar una inversión que ya se ha decidido
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realizar. Si el stock de capital de la empresa vale menos que lo que está dispuesto

a pagar el mercado por él, la empresa optimizadora verá que le conviene finan-

ciarse emitiendo acciones en lugar de deuda, pero la decisión de invertir tiene que

haber sido previa a considerar este punto, ya que de lo contrario una disminución

del precio del capital, por ejemplo, haŕıa que se invirtiera sin ĺımites, lo cual no

se verifica en los bienes de alta obsolescencia tecnológica, como podŕıan ser entre

otros las computadoras, que han reducido sus precios a la mitad cada siete años

aproximadamente.

En otras palabras, sostenemos que el empresario a la hora de invertir, analiza cuál

será el beneficio económico de la inversión16 y, si resulta positivo, continúa con el

siguiente escalón representado por la forma de financiamiento de la inversión. Es en

esa instancia cuando se pregunta si es mejor financiarse con acciones o con deuda,

que es lo que nos explica la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin en su estado actual. Esto no

quita que habiendo decidido invertir, al analizar las alternativas de financiamiento

termine desechando la inversión.

Nuestro objetivo en esta Tesis es complementar el modelo canónico de la teoŕıa

de la ‘q’ de Tobin con la inclusión del tamaño del mercado al que tiene acceso el

empresario, contemplando tanto la decisión de inversión como la de financiamiento

de manera conjunta.

C. La Ausencia del Tamaño del Mercado

Es aśı que en la versión actual de la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin, cuando un empresario

produce una cantidad determinada, es porque en algún momento pasado tomó la

decisión de invertir de manera óptima, lo que le permitió tener la escala de pro-

ducción actual. En este esquema, la inversión termina siendo una aproximación del

mercado accesible, toda vez que el empresario invierte si tiene un mercado abierto

que le genere una rentabilidad mayor a la inversión. Ese nivel de inversión óptimo en

cada peŕıodo determina finalmente cuál es el tamaño de planta y con ello también,

16/ Esto es, estimará el ingreso por ventas futuras que podrá realizar menos los costos en que
incurrirá, descontará los valores resultantes a la tasa de interés correspondiente, y comparará el
valor actual neto de sus beneficios futuros con el monto a invertir.
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cual será el nivel de producción óptimo.

(Lucas Jr and Prescott, 1971) uniendo estos puntos, concluyen que puede dejarse

de lado el tamaño del mercado, ya que la evaluación de los ingresos futuros es

realizada por los operadores del mercado de capitales, por lo que el empresario

no debe preocuparse por la demanda de su producto. Sin embargo, a continuación

definen esa demanda del producto como función del nivel de producción, con lo cual

estaŕıamos cayendo en un razonamiento circular.

En términos prácticos, esto choca directamente con las variaciones especulativas

propias de los mercados financieros, que pueden hacer que en un instante una inver-

sión aceptada pase a ser rechazada por un simple cambio de la cotización del precio

de las acciones, que podŕıa ser resultado de eventos que nada tienen que ver con el

mercado o la empresa en particular.

Es por ello que a nuestro entender, coincidiendo con (Tobin, 1969), el análisis del

mercado que realiza el empresario es más profundo y debe ser incluido en el modelo,

ya que de lo contrario quedaŕıa limitado a la decisión de financiamiento, como ya

comentamos. No es que esté equivocado el razonamiento de (Lucas Jr and Prescott,

1971), el punto es que sólo se enfoca en la parte del financiamiento, y asume que ya

ha sido tomada la decisión de invertir.

Por el contrario, en nuestra Tesis proponemos que es posible integrar en un sólo

modelo de la función de inversión, tanto a las decisiones de inversión, dominadas

por el análisis de los beneficios futuros descontados que obtendrá el empresario, con

la decisión de financiamiento que decida si emitir deuda o acciones para financiarse,

incorporando la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin.

Complementando lo anterior, (Hayashi, 1982) postula en su śıntesis neoclásica como

ya hemos dicho, que la función de inversión es independiente tanto de la función

de producción como de la curva de demanda del producto de la empresa. Basa esta

afirmación en que durante el proceso de resolución de las sendas óptimas de las

variables de estado y de control (capital, insumos e inversión respectivamente), la

‘q’ de Tobin resulta igual a la variable de coestado (llamada ‘λ’ en su formulación)

dividida por el precio de los bienes de inversión.

18



Más allá de la complejidad matemática, lo que debe quedar claro es que este es tan

solo uno de los pasos intermedios a resolver para encontrar la solución de un óptimo

dinámico. En otras palabras, lo que afirma (Hayashi, 1982) es cierto, pero para un

punto “t” en el tiempo, y no necesariamente para toda la senda óptima. Si bien lo

anticipamos aqúı sin demostración, mostraremos mediante la ecuación (2.24) de la

Sección B del Caṕıtulo 3 en la página 63 y siguientes, el origen de nuestra afirmación.

III. Descripción General del problema

En términos generales el empresario analizará cuáles son sus ingresos y cuáles son

sus gastos, y tratará de obtener la mayor ganancia posible. Si llamamos Πt a la

ganancia neta del peŕıodo ‘t’17, podemos plantearla como:

Πt = P F (Kt, Lt)− wLt − P IIt − bP II2
t (1.11)

Donde: Πt Ganancia empresaria neta en el peŕıodo ‘t’

P Precio de los bienes producidos por el empresario

P I Precio de los bienes de inversión (o ‘bienes de capital’)

F (Kt, Lt) Función de producción que expresa la transformación de

una cantidad de insumos (‘K’ y ‘L’) en una cantidad de

bienes finales

Kt Stock de capital de la empresa al inicio del peŕıodo ‘t’

Lt Unidades de trabajo aplicadas en el proceso productivo du-

rante el peŕıodo ‘t’

w Salario de los trabajadores

It Nivel de inversión bruta de la empresa en el peŕıodo ‘t’

b Constante positiva

Debemos notar que hemos dejado fijos los precios de los bienes y factores, por lo cual

no llevan el sub́ındice de tiempo ni ‘P’, ni ‘P I ’ ni ‘w’. Además, hemos agregado una

17/ Agregamos el sub́ındice ‘t’ porque trabajamos en tiempo discreto y estamos interesados en la
dinámica del proceso, sabiendo que el empresario buscará que sea máxima su ganancia neta actual
y futura, y no sólo la de un peŕıodo.
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función de costo de ajustes de la inversión (bP II2
t ) que refleja la pérdida que tiene la

empresa al invertir18. La inversión que se aplica en cada peŕıodo productivo puede

obtenerse como la diferencia del stock de capital entre un peŕıodo y el anterior, y

es equivalente a la inversión bruta del peŕıodo menos la depreciación de capital, que

aqúı llamaremos ‘δ’19:

Kt+1 −Kt = It − δKt; con 0 < δ < 1

Si aceptamos que todos los beneficios de la empresa se distribuyen como dividendos,

el objetivo de obtener la máxima ganancia en el tiempo será equivalente a lograr

el mayor valor de la empresa para los accionistas, que viene representado como el

flujo futuro de ganancias descontadas a la tasa de costo del capital20. Si llamamos

‘Vo’ al valor de la empresa en el momento cero (el actual) y rt al costo del capital,

podemos expresar el valor de la empresa como:

Vo =
∞∑
t=o

(
1

1 + rt

)t [
P F (Kt, Lt)− wLt − P IIt − bP II2

t

]
(1.12)

Es interesante notar que la ecuación (1.12) también puede llevarnos a comprobar

el Teorema de Modigliani-Miller que expresa que, si los mercados de capitales son

perfectos tienen un comportamiento racional y hay previsión perfecta, la poĺıtica de

dividendos no es relevante a la hora de decidir cómo se financia una inversión21.

18/ Este concepto será explicado en la Sección III.C del Caṕıtulo 2 (página 52) más adelante,
por lo que sólo diremos aqúı que esto se debe por ejemplo a las unidades que dejan de fabricarse
mientras se instala un nuevo torno en una planta.

19/ A δ también la suponemos constante en el tiempo, y representa el deterioro f́ısico del stock
de capital debido al uso del mismo. Notemos que esta ecuación también puede expresarse como la
más conocida Kt+1 = It + (1− δ)Kt

20/ Supondremos aqúı que este costo de capital no debiera estar influido por valuaciones espe-
culativas o burbujas financieras que pudieran existir en los mercados de capitales

21/ No podemos dejar de resaltar la importancia de que se cumplan los supuestos indicados, ya
que por ejemplo una distorsión debida a la aplicación de impuestos, cambiará el resultado final del
Teorema.

20



Figura 1.2: Shock Externo en el Nivel de Ventas de la Industria

A. Mecanismos de Transmisión de Información

Vemos entonces que el empresario al evaluar el valor de la empresa, considera su

producción potencial, toda vez que estima la cantidad que producirá y la multiplica

por el precio de venta que espera por su producto. A ello le resta el costo de los

insumos y el valor de las inversiones a realizar, quedando un beneficio neto peŕıodo a

peŕıodo que, sumado y descontado a la tasa ‘r’ hasta el d́ıa de valuación, generará el

valor de la empresa. Pero qué pasaŕıa si hubiera un shock externo que disminuyera

la demanda del producto en el mercado donde vende la empresa, ¿este modelo seŕıa

capaz de ajustar al cambio?. Veamos.

Analicemos en primer término, lo que sucede en el mercado de productos de la

empresa. En un gráfico de oferta y demanda, el shock vendŕıa reflejado por un

desplazamiento de esta última hacia la izquierda, como se muestra en la Figura

1.2, donde la curva de demanda se desplaza de ‘DE’ a ‘D1’, cambiando el punto de

equilibrio desde ‘E’ a ‘E1’. Obviamente esto cambia las cantidades y precios de un

equilibrio a otro, reduciendo las cantidades vendidas (en este ejemplo simulado), de

10 a 8 y el precio de venta de 10 a 9. Hasta aqúı nada es nuevo, pero analicemos
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cómo se transmite este cambio en el modelo de la ecuación 1.12, quitando el śımbolo

de suma y la tasa de descuento, para simplificar el análisis y la explicación22:

Πt = P F (Kt, Lt)− wLt − P IIt − bP II2
t (1.13)

Veamos detenidamente esta ecuación, y notemos que se reflejará el impacto de la

variación del precio en el mercado, pero la función de producción no contiene ningún

elemento que la haga reaccionar a este shock de demanda por śı misma, salvo el

precio del producto.

Analicemos numéricamente lo que podŕıa suceder, sabiendo que esta es una de las

infinitas alternativas que podŕıan producirse, y cuyos resultados podemos evaluar

más fácilmente con la ayuda del Cuadro siguiente:

Inicial: 10 = 10 * 10 - 2 * 15 - 10 * 2 - 1 * 10 * 4

︸︷︷︸ ︸︷︷︸ ︸︷︷︸ ︸︷︷︸
Πt = P F (Kt, Lt) - wLt - P IIt - bP II2

t︷︸︸︷ ︷︸︸︷ ︷︸︸︷ ︷︸︸︷
Final: 6 = 9 * 10 - 2 * 15 - 9 * 2 - 1 * 9 * 4

En śıntesis, hemos supuesto un beneficio inicial de $ 10 y un nivel de producción

de 10 unidades, con 15 empleados con un salario de $ 2 cada uno, una inversión

de 2 unidades y el precio de los bienes de capital igual al precio del producto. La

variación del precio es la que hab́ıamos dicho (de $ 10 baja a $ 9), y aunque no

hay lugar para la variación de las cantidades vendidas, la producción ajustará a la

baja debido a que la disminución del beneficio provocará la reducción del nivel de

inversión. Al reducirse el beneficio que otorga la inversión, la senda óptima de stock

de capital arrojará una necesidad de producción menor.

Vamos a focalizar aqúı dos cuestiones que serán útiles para entender el razonamiento

que aplicamos más adelante, en términos más rigurosos.

1. Mecanismos de transmisión
22/ Nada cambiaŕıa si utilizáramos el valor de la empresa en el análisis.
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Más adelante haremos el planteo formal, pero este ejemplo nos sirve para

ver que al resolver el problema del empresario mediante la teoŕıa del control

óptimo, lo que se hace es utilizar las variables de control para establecer el

comportamiento de la variable de estado. En términos más sencillos aún, lo

que haremos será encontrar las sendas óptimas de las variables de control que

maneja el empresario, la inversión ‘I’ y la cantidad de trabajo ‘L’, para es-

tablecer el comportamiento del stock de capital ‘K’. En el caso del ejemplo

planteado, la cantidad de mano de obra requerida y el nivel de inversión soli-

citado se ajustan a la cáıda del precio de venta, y el resultado será una menor

senda óptima del valor de la inversión y de la cantidad de mano de obra, que

llevarán a una menor acumulación de capital23.

2. Precios del producto

En este caso lo que queremos señalar es la importancia del mecanismo o señal

de transmisión que provocan los precios, como elemento de v́ınculo directo con

el mercado donde el empresario vende su producción. Pero lo que nos interesa

mencionar en realidad, es que aunque luego utilicemos el supuesto de precio

unitario, el mismo siempre estará integrado en la ecuación del modelo, por

eso cuando realicemos la estimación econométrica tomaremos los valores de

producción en dólares que incluyen la cantidad vendida multiplicada por los

precios, sin discriminar ninguno de los dos.

B. Empresas Precio Aceptante

Está claro entonces el mecanismo de ajuste planteado, pero es necesario notar que

esta forma de transmisión de información a través de los precios requiere de mer-

cados competitivos en los que el empresario pueda vender toda su producción sin

inconvenientes. Estos son los supuestos generales de la competencia perfecta, y lo

que nos cuestionamos aqúı es el valor de aceptar este supuesto restrictivo para ana-

lizar el desempeño de las inversiones que se realizan tanto en mercados competitivos

como no competitivos.

23/ Seŕıa más común plantear un salario ‘w’ variable que también ajustaŕıa a la baja, pero no lo
hacemos para evitar tener que incluir el mercado de trabajo en el análisis.
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Muchos son los ejemplos que podŕıamos dar para rechazar este supuesto, sobre todo

si tomamos el caso del comercio internacional en el que las barreras, arancelarias u

otras, están presentes. Pero sin ir a esos casos extremos, el solo hecho de agregar

rigideces como impuestos y tarifas o el propio costo de trasporte, hace que perdamos

este mecanismo de ajuste como forma de transmisión clara y perfecta de las señales

de los precios del mercado hacia los volúmenes de producción.

Si bien el significado de que una empresa sea ‘precio aceptante’ (Varian, 1992)

alude a que toma el precio del mercado y no puede influir en él (no tiene posición

monopólica ni es fijador de precios), resulta habitual que también se acepte en los

modelos de la ‘q’ de Tobin, la conducta de ‘empresa competitiva’, que incluye además

la posibilidad de vender todo lo que se quiera al precio de mercado. Esta distorsión

es la que justifica la inclusión, en forma expĺıcita, del tamaño del mercado objetivo

que el empresario puede abastecer, de manera de reemplazar la señal de precios de

mercado por una estimación de los volúmenes esperados de venta.

Podemos aceptar que el empresario que va a decidir una inversión toma como dados

los precios de su producto, ya que o bien se trata de un producto existente y los

precios ya están vigentes en el mercado al que se va a dirigir, o bien es un producto

nuevo y está dispuesto a aceptar el que fije el mercado una vez que inicie la venta de

un nuevo producto. Suponer que el inversor tiene capacidad para fijar el precio del

producto, implicaŕıa referirnos sólo a mercados no competitivos, cuando el objetivo

es abarcar un espectro lo más amplio posible de las inversiones. Igualmente, no es

que el precio no pueda variar, se trata de que no lo va a hacer por cambios en las

cantidades producidas y vendidas por la empresa, que por lo tanto es incapaz de

influir en ese precio.

El punto que está en discusión entonces, es que el supuesto de demanda ilimitada

del producto no parece ajustarse a la realidad, ya que las señales de precio no se

transmiten a la escala de producción, dado que no se puede vender todo lo que se

quiera. Es por ello que resulta necesario incluir en el modelo, una restricción que

espećıficamente relacione el nivel de producción con el volumen de ventas potencial.

En modelos como los de Ramsey, aśı como en la mayoŕıa de los EDGE que derivan

24



de él, la producción se enfrenta con el consumo y de su interacción surgen tanto las

señales de producción como los ĺımites a la misma.

Por ser de equilibrio parcial, el modelo de la ‘q’ de Tobin vincula el nivel de pro-

ducción sólo con el valor del bien de capital y descansa en las señales de precio

para ajustar el volumen producido, recurriendo impĺıcitamente a los supuestos de la

competencia perfecta que como mencionamos, no están vigentes en muchos de los

mercados en los que se va a invertir24.

Por ello, la incorporación expĺıcita de una restricción a las posibilidades de venta de

la producción, mejorará tanto la capacidad explicativa del modelo como el ajuste

emṕırico del mismo.

Notemos también que al considerar que es el empresario inversor el que realiza

la estimación de sus ventas futuras, estamos incorporando los casos de mercados

de productos que operan tanto en competencia perfecta aśı como con otros tipos de

funcionamiento (monopoĺıstico, oligopólico, etc.), abarcando aśı otros casos posibles.

Resumiendo, en esta Tesis vamos a considerar que el empresario estima su demanda

potencial a través del estudio de la maximización de la utilidad que realizan los con-

sumidores a los que espera abastecer con su producto en cada mercado. El resultado

de esta estimación es un dato para nuestro Modelo Ampliado.

C. La ‘q’ Media y la Marginal

Aceptaremos como válida la Proposición I de (Hayashi, 1982) que nos dice que la ‘q’

media (observable), coincide con la marginal (no observable), cuando las funciones

de producción y de costo de ajuste de la inversión son homogéneas de primer grado

y la empresa es precio aceptante25.

Nos preguntamos entonces cómo queda este supuesto, si mantenemos la restricción

de precio aceptante pero no nos apoyamos en el supuesto de empresa competitiva (y

24/ Vamos a mostrar y verificar en la Sección II.B del Caṕıtulo 2 (cf. página 135), que cuando
se cumplen los supuestos de la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin, la función de oferta del empresario puede
no estar bien definida y sus beneficios resultaŕıan crecientes o sin ĺımite.

25/ Verificamos esta afirmación en la Sección II.?? del Apédice A en la página ??.
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mercado ilimitado del producto).

Pues bien, como puede verificarse en la demostración de la Proposición I dada por

(Hayashi, 1982), ambas variables siguen coincidiendo en esas condiciones, debido a

que la ‘q’ media es independiente del stock inicial de capital, ya que los rendimientos

son constantes a escala y por lo tanto las inversiones tanto de la empresa “i” como

la de la empresa “j” serán proporcionales26. Esto significa que:

IiK
′
i

Ko

=
IjK

′
j

Ko

Lo mismo sucederá con la decisión de cantidad de mano de obra (la otra variable de

control del modelo), que verificará que:

LiK
′
i

Ko

=
LjK

′
j

Ko

Si la empresa es formadora de precios en el mercado objetivo (no es precio aceptante),

la Proposición I también se cumple, pero agregando la elasticidad de demanda del

producto, dado que en este caso el precio del bien es una variable adicional de

la función de producción. Más allá de esto, qMg = qMe y esta es la denominada

Proposición II que también puede verse en (Hayashi, 1982).

D. El Mercado Local

Antes de continuar tenemos que señalar que también habrá un mercado local en el

cual el empresario contratará la mano de obra, y por lo tanto los consumidores serán

también trabajadores.

Si bien el empresario se enfrenta a mercados ubicados en distintas localidades que

pueden tener demandas diferentes, podemos considerar que para decidir su inversión

sólo piensa en la demanda incremental o marginal que se produciŕıa incorporando

un nuevo mercado potencial27.

26/ Puede verse una verificación de la Proposición I basada sólo en la homogeneidad de ‘F’ y ‘ψ’
en la Sección II.?? del Apédice A en la página ??. más adelante.

27/ Esto puede no ser aśı, ya que la inversión puede planearse para el mercado actual también.
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El supuesto impĺıcito que estamos aplicando, en definitiva, es que la inversión a

realizar y la producción que genere, sólo será destinada a ese nuevo mercado, y nada

de ella se venderá en el mercado actual. También podemos pensar que el empresario

toma su mercado y las ventas actuales como dados, y proyecta nuevas inversiones

para cubrir un nuevo mercado, que puede estar tanto en el páıs como en el exterior.

Su demanda total, en este caso, vendŕıa dada por la suma de las cantidades que

surjan del proceso de maximización de la utilidad del nuevo consumidor en cada

nuevo mercado, más la demanda actual.

La maximización anterior de la utilidad nos llevará a obtener las sendas óptimas de

consumo y ocio del individuo, y de ellas deducir la cantidad de horas de trabajo que

el consumidor está dispuesto a ofrecer para maximizar su utilidad.

Pero en el caso de la cantidad de horas trabajadas, el empresario mirará sólo la

maximización de la utilidad de los consumidores de su localidad o páıs, que son

quienes brindarán su oferta laboral.

Tenemos entonces que el empresario analizará simultáneamente dos aspectos:

la demanda potencial que existe para su producto, que surgirá a partir de

la maximización del consumo que realizan los integrantes de sus mercados

objetivo,

la cantidad de mano de obra que deberá contratar, dado el salario de mercado

obtenido a partir de la cantidad de horas que están dispuestos a trabajar sus

potenciales empleados, esto es, aquellos que viven cerca de su establecimiento.

IV. Śıntesis de los Resultados de esta Tesis

Nuestro análisis parte de un modelo de equilibrio parcial con fundamentación mi-

croeconómica, en el que los participantes de los mercados optimizan sus decisiones.

Todos los consumidores se desenvuelven en una economı́a competitiva, sin barreras

ni impuestos, mediante un consumidor promedio o representativo.

En este marco, analizamos el comportamiento de los empresarios que se enfrentan a
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una decisión de inversión, y detectamos que además de pensar en cómo financiarla,

lo cual estaŕıa reflejado en la ‘q’ de Tobin, también observan cuál será el beneficio

que obtendrán por la inversión, calculando cuántas unidades de la nueva producción

podrán vender y a qué precio.

En la teoŕıa tradicional de la ‘q’ de Tobin, las señales del mercado en el cual el

empresario comercializa su producto se transmiten a través de los precios, gracias al

supuesto de competencia perfecta que permite vender todo lo que se quiera al precio

de mercado.

Vemos que este supuesto no podŕıa ser aplicable para la teoŕıa de la inversión en

la práctica28, debido a que muchos mercados son no competitivos (monopolios na-

turales, etc.) o tienen rigideces y barreras (impuestos, tarifas, fletes, etc.) y en ellos

también se realizan inversiones.

También mencionamos29 que al utilizar el supuesto de competencia perfecta y una

función de producción homogénea de primer grado, la oferta del producto queda

indeterminada, lo cual es un factor adicional para rechazar la competencia perfecta.

Dado que el supuesto de rendimientos constantes a escala es necesario para que

se cumpla la Proposición I de (Hayashi, 1982), explicamos que a corto plazo la

función de producción tendrá rendimientos decrecientes a escala, evitando entonces

la indeterminación de la función de beneficios de la empresa.

Adicionalmente, también verificamos que la Proposición I se cumple sin necesidad

de que haya competencia perfecta en el mercado de productos del empresario30,

ya que es inherente a la concavidad de las funciones. Esto nos permitió continuar

adelante con la investigación, utilizando funciones homogéneas de primer grado para

la producción y los costos de ajuste, mercados competitivos para el consumo y los

insumos, y empresas inversoras precio aceptantes.

Razonamos entonces que el supuesto del empresario que acepta el precio del mercado

puede estar vigente en la teoŕıa de la inversión, pero el supuesto de poder vender todo

28/ Ver las Secciones III. B y III.C en la página 23.
29/ Ver Sección III. B del Anexo A en la página 135
30/ Ver la Sección II. ?? del Anexo A en la página ??
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lo que se quiera al precio de mercado (demanda sin ĺımite), no podŕıa sostenerse.

Para reemplazarlo en nuestro Modelo, asumimos que el valor de las cantidades ven-

didas vendrá determinado por el tamaño del mercado al cual puede tener acceso

el empresario, con un precio rentable de venta de su producto. Llamamos Mercado

Meta a esta estimación del volumen de las ventas que espera realizar el empresario

optimizador.

Decimos también que ese Mercado Meta que estudia el inversor, está integrado por

todos los consumidores a los que les puede vender sus nuevos productos fabricados

con la inversión que va a realizar, con un margen adecuado de ganancia empresaria,

sin importar la ubicación geográfica de los mismos (cf. Sección I.A del Caṕıtulo 2,

en la página 42). La estimación del tamaño del mercado que realiza el inversor,

la suponemos similar a la optimización que hacen los individuos para calcular su

consumo óptimo.

Aplicando el supuesto de preferencias cuasilineales de los consumidores31, el proceso

de agregación de la demanda que realiza el empresario, y confirmamos en la Sec-

ción II.A.1 del Caṕıtulo 2 (página 44), que nuestro Modelo es de Equilibrio Parcial

Competitivo.

Los consumidores en el Mercado Meta, mientras tanto, tienen vida infinita y deciden

la cantidad de unidades a consumir de manera óptima, tomando los precios como

dados y respetando la restricción presupuestaria intertemporal proveniente de sus

niveles de numerario, ingresos y consumos futuros.

La producción se organiza también con mercados competitivos de insumos integrados

por empresas precio-aceptantes, y mercados de productos en los que las empresas

no son fijadoras de precio y cuyo volumen de ventas está relacionado con el tamaño

del mercado objetivo. Todas tienen funciones de producción y funciones de costo de

ajuste de la inversión homogéneas de primer grado. Esto nos asegura el cumplimiento

de las condiciones de la Proposición I de (Hayashi, 1982)32, y la igualdad entre la

‘q’ media observada en la realidad y la ‘q’ marginal no observable.

31/ Ver (Mas-Colell and Green, 1995) para los detalles.
32/ Ver los comentarios realizados en la Sección III.C en la página 25
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A. El Modelo Teórico

Nuestra Tesis plantea un modelo basado en la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin, al que le

incorporamos una restricción adicional, que viene dada por la necesidad de que el

nivel de producción planeado no supere el tamaño del Mercado Meta proyectado.

El tamaño de este Mercado Meta, se determina en términos teóricos mediante una

estimación de la maximización de la utilidad que realizan los consumidores, y que

arroja como resultado la senda de consumo óptimo que adoptarán.

El modelo aśı planteado, se resuelve mediante el principio del máximo de Pontryagin,

aplicando una nueva restricción mixta sobre las variables de estado y de control, para

asegurar que la senda de producción resulte menor o igual a la senda de consumo,

representativa del Mercado Meta.

La solución de este modelo nos llevó a un sistema de dos ecuaciones diferenciales no

lineales, que fueron sintetizadas en el sistema reducido de dos ecuaciones diferenciales

que puede verse en la ecuación (2.26) de la página 65.

Despejamos a continuación el Estado Estacionario y representamos un diagrama

de fases, que resultó similar al del modelo general de Tobin, sin la restricción del

Mercado Meta.

Investigamos la aplicación efectiva de la restricción incorporada sobre el Mercado

Meta, lo que nos llevó a concluir que el mismo tiene un valor diferente de cero en

el Estado Estacionario, por lo que resulta un término relevante desde el punto de

vista teórico.

A continuación, loglinealizamos el modelo reducido y verificamos sus condiciones de

estabilidad que, al tener la matriz del sistema determinante negativo, se cumplen

mediante un sendero de ensilladura (cf: página 176). También resolvimos el modelo

loglinealizado y encontramos una solución general para el mismo que puede verse en

el Cuadro 2.8 de la página 71.

30



B. Verificación Emṕırica 1952-1976

Determinado el modelo teórico, realizamos una evaluación emṕırica y luego de una

breve revisión de la literatura y las condiciones de aplicación, seleccionamos el caso

de Estados Unidos entre 1952 y 1976, para el cual contamos con una estimación de

los valores de la ‘q’ de Tobin realizada por (Von Furstenberg et al., 1977).

A fin de confrontar nuestro modelo con la realidad, realizamos algunos ajustes,

como la aplicación de logaritmos a las variables, que nos llevaron a plantear nuestra

ecuación emṕırica (3.3) de la página 83.

Utilizando datos de la Federal Reserve Economic Data (FRED), el Penn World

Table (PWT) y (Von Furstenberg et al., 1977), hicimos una sucinta revisión del

comportamiento de las variables durante el peŕıodo de tiempo del estudio.

Fruto de ello, descubrimos un cambio de tendencia en la ‘q’ de Tobin a fines de los

años cincuenta, que podŕıa haber sido provocado por una variación en los parámetros

del Modelo, producida o ayudada por los cambios que la propia economı́a estadou-

nidense tuvo en todo este peŕıodo.

También este análisis nos permitió detectar un comportamiento similar de las tres

principales variables33, que nos llevó a considerar la posibilidad de cointegración de

las mismas.

Cuando realizamos una primera estimación de nuestra ecuación emṕırica (3.3) com-

probamos que hab́ıa variación de parámetros en 1958 y en 1975, por lo que para su-

perarla incorporamos dos variables binarias o ficticias en esos años. También vimos

que la tasa de interés no resultó estad́ısticamente significativa para la estimación,

por lo que resolvimos quitarla de la misma.

La estimación realizada, cuya ecuación (3.6) puede verse en la página 102 dio una

buena bondad de ajuste sin autocorrelación ni heteroscedasticidad, y con residuos

de la regresión estacionarios. A partir de nuestra presunción de cointegración, verifi-

camos que las tres series involucradas tienen ráız unitaria y sus primeras diferencias

son estacionarias, por lo que resultan Integradas de Primer Orden, que es la primera

33/ (I/K)2, la ‘q’ de Tobin y el Mercado Meta
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condición para la cointegración.

Respecto a la segunda condición, que corresponde a la existencia de una combinación

lineal de las series involucradas que permita obtener residuos estacionarios, vimos

que la misma se cumpĺıa al aplicar la prueba de Dickey-Fuller Aumentado (DFA), no

obstante lo cual realizamos también la prueba de rango de Johansen y comprobamos

que efectivamente las variables del Modelo están cointegradas.

A partir de este resultado, estimamos el Modelo de largo plazo y el Modelo de

Corrección de Errores (ECM), con lo que verificamos que efectivamente las variables

de nuestro Modelo tienen un comportamiento conjunto en el largo plazo (esto es,

están cointegradas), con una significatividad del 94 %. Adicionalmente, la velocidad

de ajuste del corto al largo plazo según la estimación, equivale al 69 % de la brecha

en cada peŕıodo. Vimos asimismo que el ECM estimado, no presenta autocorrelación

ni heteroscedasticidad

También pudimos comprobar mediante el Modelo de Corrección de Errores, que

en el corto plazo hay causalidad en el sentido de Granger de la ‘q’ de Tobin a la

relación de inversión a capital, y que no es significativa la causalidad del Mercado

Meta hacia la relación de inversión a capital. Por otra parte, pudimos verificar que

la ‘q’ de Tobin y el Mercado Meta son variables exógenas débil, lo que nos permitió

estimar la ecuación de largo plazo de (I/K) en forma condicional a ‘LQ’ y ‘LMM’.

A fin de evaluar el comportamiento del Modelo cointegrado y los cambios estructu-

rales, aplicamos los test de (Gregory and Hansen, 1996a), y detectamos que si bien

hay evidencias de cointegración, la misma no puede confirmarse para todos los casos

debido al cambio en los parámetros del Modelo.

Esta ambigüedad de los resultados de la prueba nos impidió avanzar más allá, a

pesar de lo cual dos cosas quedaron claras en la estimación con datos de Estados

Unidos 1952-1976:

1. hay cointegración, y

2. el Mercado Meta es estad́ısticamente relevante.

Frente a estos resultados, y aún conociendo que por tratarse de variables cointegradas
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Figura 1.3: Causalidad en el Sentido de Granger si no hubiera cointegración

no seŕıa aplicable la prueba de causalidad en el sentido de Granger basado en la

distribución ‘F’34, nos animamos a partir de esta duda que introduce el resultado

de la prueba de (Gregory and Hansen, 1996a), a realizar igualmente la prueba de

Granger de causalidad con las variables (I/K), ‘q’ de Tobin, Mercado Meta y Tasa

de Interés Prime.

El mismo indicó una alta significatividad en la causalidad de la tasa de interés y de

la ‘q’ de Tobin hacia el Mercado Meta y la relación de inversión a capital (I/K).

Una posible interpretación del resultado anterior se da en la Figura 1.3, en la que

puede suponerse que la tasa de interés ‘precede’ a la ‘q’ de Tobin35, y a través de

ella impacta en el Mercado Meta y la relación de Inversión a capital. A su vez, el

Mercado Meta también influye en (I/K).

Con estos resultados, volvimos a plantear el Modelo emṕırico de la ecuación (3.6)

en la página 102, que equivale a la formulación cointegrada de largo plazo junto con

las dos variables ficticias, para realizar las comprobaciones estad́ısticas correspon-

dientes, que mostraron la ausencia de autocorrelación, de heteroscedasticidad y de

34/ Ver Sección III.F del Caṕıtulo 2 en la página 146 . El test de Granger fue aplicado a las
primeras diferencias de las variables, a fin de hacerlas estacionarias.

35/ El cuadro de la Figura C.14 en la página 193 y el gráfico de la Figura 3.3 en la página 98
muestran causalidad de ‘RD’ a ‘Q’, pero no a la inversa.
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colinealidad, la normalidad de los residuos y la correcta especificación del Modelo.

Estos resultados pueden verse en la Sección III.F en la página 197 y siguientes del

Caṕıtulo 3.

La significatividad y no redundancia del parámetro del Mercado Meta, también

son analizadas en el Caṕıtulo 3, Sección III.D, páginas 100 y siguientes, donde

comprobamos que la ausencia del Mercado Meta en la ecuación produce un menor

R2, no se verifica cointegración y no hay causalidad de largo plazo en el sentido de

Granger, desde las variables del modelo estimado hacia la relación de inversión a

capital. Por otra parte, este modelo sin ‘MM’ arroja dudas en el corto plazo, sobre la

causalidad en el sentido de Granger de la ‘q’ hacia (I/K), y no se verifica causalidad

de la tasa de interés.

Realizamos adicionalmente dos variaciones de nuestro Modelo, que nos mostraron

que si bien la estimación en niveles tendŕıa mejor bondad de ajuste que la realizada

en logaritmos, la relación de largo plazo de las variables es algo más débil.

La segunda variación se refirió a la estimación de (I/K)2 utilizando sólo el Mercado

Meta como variable explicativa, junto con la ordenada al origen y las dos variables

ficticias (ver Panel ‘a’ de la Figura C.29 en la página 205). Como se puede verse, la

estimación es muy buena y no tiene autocorrelación (tampoco es heteroscedástica),

y la prueba de rango de cointegración de Johansen detectó al menos una ecuación

cointegrada.

A pesar de estos buenos resultados, vimos que al ser el valor del parámetro ‘C(1)’

menor que ‘-1’ se verifica un error de especificación, que junto con las apreciaciones

acerca del modelo sin Mercado Meta, nos hacen concluir que la correcta especifica-

ción del Modelo debeŕıa incluir tanto a la ‘q’ de Tobin como al Mercado Meta, al

menos para tener las variables cointegradas.

C. Verificación Emṕırica 1950-2010

Como forma de ampliar los resultados, y a fin de corroborar el funcionamiento del

Modelo con una muestra diferente y con más observaciones, analizamos de nuevo el
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caso de Estados Unidos, pero tomando un peŕıodo más amplio (61 años), y cambian-

do los valores de la ‘q’ de Tobin por una nueva estimación realizada por (Mihaljevic,

2010). Dado que los resultados obtenidos coinciden en lo cualitativo con los hallados

anteriormente, concluimos que el Modelo resulta válido no sólo para la realización

de 1952-1976.

También nos mostró este ejercicio, que el reducido tamaño de la muestra original

de sólo 25 observaciones, resultó suficiente para comprobar la cointegración de las

variables y detectar las relaciones de corto y largo plazo que hemos visto, todo lo

cual resulta ahora confirmado.

Incluimos como variables explicativas a la relación de crédito a GDP (que si bien

está correlacionada con el Mercado Meta, reduce la autocorrelación de los residuos),

y la tasa de interés. Con respecto a esta última, vimos que la tasa ‘Prime’ ajusta

mejor que la ‘de descuento’, y además es la ‘primera diferencia’ de la tasa prime la

más relevante, por lo que la incorporamos a la estimación.

Siguiendo el mismo camino que en el caso anterior, verificamos el comportamiento

del modelo cointegrado en presencia de cambios estructurales. El test de (Gregory

and Hansen, 1996a) detectó un posible cambio estructural en 1994 y la presencia

de cointegración en todos los casos, salvo cuando el quiebre afecta a la constante,

la pendiente y la tendencia conjuntamente, aunque el rechazo fue con un valor muy

pequeño (5,93 frente a un tabulado de 5,96), lo que permitiŕıa aceptarlo reduciendo

la significatividad del 95 % de la prueba.

Comparamos a continuación, una estimación del Modelo con variables binarias y otra

sin ellas, a fin de verificar la influencia de los cambios estructurales en la estimación.

Mediante una ecuación ARDL verificamos que se mantiene la cointegración y el

Modelo tiene mejor ajuste sin ‘binarias’ que con ellas, a la vez que aumenta la

significatividad de los parámetros de la ‘q’ de Tobin y el Mercado Meta. Las variables

binarias, mientra tanto, no resultaron significativas.

A partir de este resultado decidimos estimar el Modelo sin las variables binarias, pero

dado que tenemos series de tiempo con diferente orden de integración 36, aplicamos

36/ Recordemos que incluimos la primer diferencia de la tasa de interés, que es estacionaria,
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Cuadro 1.1: Resultados Resumidos de las Regresiones Efectuadas

Concepto 1952-1976 1950-2010

R2 Largo Plazo 79,4 % 87,8 %

R̄2 Corto Plazo 64,0 % 86,7 %

Autocorrelación: 1 lag No No

Autocorrelación: 2 lag No No

Heteroscedasticidad No No

Relevancia de MM Si Si

Cointegración Si Si

Normalidad de los Residuos Si Si

Velocidad de Ajuste CP-LP 69 % 61 %

la prueba de cointegración de (Pesaran and Smith, 2001). El resultado resultó muy

auspicioso, ya que como muestra el Cuadro 3.7 de la página 111, todas las variables

están cointegradas, salvo la ‘q’ de Tobin. Esto podŕıa explicar por qué no se detectó

cointegración en estimaciones anteriores que no inclúıan el Mercado Meta.

Con este resultado, algunas series del Modelo están cointegradas y otras no, por lo

que el método de estimación a emplear es el del Modelo de Corrección de Errores para

la relación de inversión a capital (I/K), que es la que nos interesa y está cointegrada.

También verificamos que las variables del modelo de Corrección de Errores (VEC)

son exógenas débiles salvo la relación de inversión a capital (LIK2), siendo correc-

ta entonces la estimación condicionada del modelo de largo plazo de (I/K) a las

variables LQ1, LMM, CREPIB y ∆(RD).

En la estimación aplicamos el procedimiento de dos etapas de Engle-Granger, que

arrojó los resultados que pueden verse en la ecuación (3.8) de la página 112 para

el largo plazo, y el Modelo de Corrección de Errores de corto plazo en la ecuación

(3.9) en la página 113.

Las comprobaciones estad́ısticas, por su parte, confirmaron el buen comportamiento

mientras que las demás variables son I(1)
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del Modelo, que resultó dinámicamente estable con un R̄2 = 86, 7 %, sin autocorre-

lación ni heteroscedasticidad. Puede verse un resumen de las pruebas realizadas en

el Cuadro 3.8 en la página 115.

A modo de sintesis de resultados, detallamos en el Cuadro 1.1 de manera compa-

rativa los valores principales de la estimación efectuada para el peŕıodo 1952-1976

y para 1950-2010, donde vemos que sin correlación ni heterocedasticidad, ambas

estimaciones tienen similar velocidad de ajuste y muestran que el Mercado Meta es

relevante.

V. Organización General de la Tesis

En términos generales plantearemos dos mercados, uno de factores de producción en

el que se determina el salario y la cantidad de horas trabajadas, ubicado idealmente

en la cercańıa de la planta productiva, y el otro al que llamaremos Mercado Meta,

el cual el inversor analiza para cuantificar la cantidad potencial a vender y el precio

(o el markup) que podrá obtener en el óptimo.

En este segundo mercado se despeja, mediante la maximización de la utilidad del

consumidor, la senda de consumo óptimo a lo largo del tiempo que determinará

la demanda del producto. Este razonamiento se basa en que la función de utilidad

indirecta, que representa la maximización de la utilidad para distintos valores, se

convierte en la curva de demanda Marshaliana para los diferentes precios de venta,

la cual a su vez expresa la demanda potencial que el inversor puede esperar para su

producto.

Obtenida la senda de consumo, nuestro Modelo de equilibrio parcial evalúa la in-

versión que resulta de resolver el modelo de la ‘q’ de Tobin, restringido a que las

cantidades vendidas no superen la estimación del mercado potencial que espera al-

canzar el inversor (el Mercado Meta). A fin de facilitar la agregación de la demanda,

usaremos una economı́a con agentes idénticos con vidas infinitas, que tienen prefe-

rencias cuasilineales.

En lo que resta de esta Tesis, vamos a definir con precisión en el Caṕıtulo 2 el
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Mercado Meta y plantearemos el desarrollo teórico de nuestro Modelo, incorporando

la restricción en el volumen de producción. A continuación resolvemos el Modelo

Ampliado y verificamos la estabilidad y el cumplimiento de las condiciones necesarias

y suficientes del Principio del Máximo. La significatividad de la nueva restricción en

el estado estacionario se comprueba a continuación y se desarrollan los diagramas de

fase. El Caṕıtulo finaliza con la loglinealización y solución del sistema de ecuaciones

diferenciales del Modelo.

En el Caṕıtulo 3 incluimos la verificación del comportamiento emṕırico del Mode-

lo mediante una estimación econométrica, ajustando en primer término el modelo

teórico a las posibilidades reales. Este análisis abarca dos estimaciones de la eco-

nomı́a estadounidense, una para el peŕıodo 1952-76 y la otra para 1950-2010 aśı

como varias de las ramificaciones y alternativas de estimación aplicadas. Para cada

caso, también se comprueba el comportamiento estad́ıstico de los resultados y se

agrega un resumen final.

El Caṕıtulo 4 contiene las conclusiones generales y particulares de la Tesis. A con-

tinuación se detallan posibles caminos de investigación y las aplicaciones de los

resultados obtenidos, tanto a la teoŕıa como a la poĺıtica económica.

La Tesis finaliza con tres Anexos, el primero de los cuales se refiere a explicaciones

teóricas, el segundo a verificaciones algebraicas del Modelo y tercero contiene cuadros

econométricos complementarios.
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Caṕıtulo 2

El Modelo

Hemos completado hasta aqúı la exposición de algunas limitaciones del modelo tra-

dicional. Vamos a detallar a continuación la solución que propone nuestro modelo,

incorporando la restricción del Mercado Meta. Para ello, vamos a resolver el mer-

cado de consumo y la ‘q’ de Tobin utilizando funciones espećıficas para ambas, aśı

como para la función de producción y la función de costos de ajuste de la inversión.

Como mencionamos en la Introducción, la transmisión de las señales del volumen

de venta a través de los precios del producto, quedan interrumpidas cuando no

se verifican los supuestos de la competencia perfecta. También hemos notado que,

aunque rigideces como los impuestos y los costos de transporte van contra esos

supuestos, seŕıa posible proponer una conducta precio-aceptante para estudiar la

inversión, ya que la misma puede aplicarse tanto en industrias competitivas como

no competitivas.

Vimos en este sentido que pod́ıamos mantener el supuesto competitivo en lo que

hace a la aceptación de los precios, pero que no resultaŕıa posible vender todo lo que

se produzca al precio de equilibrio en los mercados reales.

Por ello, y a fin de volver a vincular las cantidades vendidas con el nivel de produc-

ción, agregaremos una restricción expĺıcita sobre el tamaño del mercado potencial

que analiza el empresario antes de decidirse a realizar una inversión.

Esta restricción tiene el objeto de servir como reemplazo de las señales de precio
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de venta del producto, y guiará al empresario para establecer, en forma optimal, el

tamaño de su inversión.

Como veremos, el empresario buscará maximizar su función de beneficios, pero aun

cuando analiza el comportamiento de los consumidores potenciales de su Mercado

Meta a fin de estimar la demanda que enfrentará su producción, no buscará ma-

ximizar la utilidad de los mismos, algo que está fuera de su alcance. Esto es útil

destacarlo, dado que el Modelo que analizamos no es de equilibrio general, sino que

solamente se refiere al comportamiento de la inversión, y el empresario utiliza la

maximización de los consumidores como mecanismo para estimar la venta potencial

de su producto.

I. El Mercado Meta

Vamos entonces a dar una definición más precisa, de lo que consideramos es el

mercado al que se dirige el empresario que está planeando invertir, al cual llamaremos

‘Mercado Meta’ (o también MM). Dado que el inversor estará considerando ampliar

su producción, tendrá en cuenta todas las unidades que podŕıa llegar a vender en

cualquiera de los mercados a los que tenga acceso, sean actuales o futuros, locales o

externos.

Este concepto por lo tanto, no distingue entre diferentes páıses sino que la clave

está dada en la posibilidad que tiene el empresario de vender su producto en un

determinado lugar. Debemos notar que a diferencia de lo que sucede dentro de un

modelo general sin restricciones al intercambio, en la práctica aparecen limitaciones

y no se da la posibilidad del libre acceso a cualquier mercado, todo lo cual será

evaluado por el inversor antes de decidir.

En primer lugar tenemos que considerar la restricción económica que impone el costo

de transporte del producto en el mundo. Esto es evidente en mercadeŕıas cuya rela-

ción entre peso y volumen no es la habitual, lo cual puede encarecer notablemente

el flete1. Otra barrera natural para acceder a un mercado es el tipo de acondicio-

1/ Como son aquellas mercadeŕıas que o bien tienen mucho peso para su volumen como el
cemento, o bien tienen mucho volumen para su peso, como la gomaespuma
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namiento del producto. En aquellos productos conocidos como frescos que deben

asegurar la cadena de fŕıo, el costo de transporte será importante e influirá en el

margen de ganancia.

Podŕıamos citar muchos ejemplos más, pero a lo que nos estamos refiriendo es en

definitiva, al precio con el cual el producto llega a un mercado, el cual en el mar-

co de rigideces en la competencia que estamos planteando en esta Tesis, será una

restricción directa para poder vender o no nuestro producto.

Existen también otras barreras formales e informales, como las tarifas, los aranceles y

las cuotas de importación entre otras, que son comunes en el comercio internacional y

que también determinan cuál será el precio final al que se podrá colocar un producto

en un determinado mercado.

Finalmente, también tenemos barreras de acceso a los mercados que sin ser neta-

mente económicas, también influyen en el precio final. Contamos aqúı las barreras

fito sanitarias, por ejemplo, aśı como los requerimientos de registro de productos

y/o cumplimiento de normativas espećıficas de los mismos. En un nivel todav́ıa más

riguroso, podŕıamos incluir los requerimientos de ciertos páıses de contar con socios

locales para acceder a sus mercados.

Todas estas trabas, y muchas otras más que ni siquiera mencionamos, hacen que

el empresario deba estudiar antes de realizar su inversión, cuál será el volumen del

mercado total al cual tendrá acceso efectivo con su producto, y a qué relación entre

el precio de venta y los costos podrá hacerlo2.

Resaltamos en este punto que estos aspectos económicos señalados aśı como también

muchos no económicos, aplican también en forma directa a los mercados internos

de los páıses, donde se mantienen barreras de distancia, impuestos u otras como las

señaladas.

En base a estos criterios, definimos el Mercado Meta de la siguiente manera:

2/ Aqúı lo que está mirando el empresario en definitiva, es cuál será su rentabilidad por producto,
de manera de poder calcular el rendimiento de su inversión
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A. Definición: Mercado Meta

El Mercado Meta para el empresario que decide una nueva inversión, está confor-

mado por todos los consumidores a los que les puede vender sus nuevos productos

o servicios, con un margen adecuado de ganancia empresaria, y sin importar la ubi-

cación geográfica de los mismos.

II. Estimación de la Demanda del Mercado Meta

Como anticipamos en la introducción, el empresario calcula cuál es su demanda

potencial para saber cuántas unidades podrá vender, lo cual le permitirá estimar su

beneficio. Hemos dicho también que el empresario es precio aceptante, en el sentido

que toma como dado el nivel de precios del mercado, aunque esto no significa que a

ese precio pueda vender todas las cantidades que quiera de su producto, sino que se

enfrenta a una curva de demanda Marshaliana t́ıpica con pendiente negativa.

Para establecer cuáles son las cantidades que puede vender, el inversor realiza una

estimación similar a la que hacen los consumidores, considerando que cuando ellos

maximizan su función de utilidad, obtienen una senda de consumo óptimo que uti-

lizarán para maximizar su utilidad y riqueza financiera.

Como sabemos, los puntos óptimos de la maximización de utilidad del consumidor

se convierten en la demanda Marshaliana para los diferentes precios de venta, con

lo cual el empresario tiene los valores de precios y cantidades a los que se enfrentará

su producto.

A. La Senda del Consumo en el Mercado Meta

Para simplificar nuestro análisis, vamos a considerar que si bien la oferta y la deman-

da se agregan3, existe un consumidor promedio de los mercados objetivo del inversor,

3/ Puede verse una descripción del proceso de agregación en (Mas-Colell and Green, 1995)
página 316 y siguientes.
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de manera que puede suponerse la existencia de un individuo representativo que nos

permitirá mantener el análisis más acotado.

En base a ello, las preferencias de los consumidores en el Mercado Meta serán cua-

silineales y estarán representadas por una función de utilidad cuasilineal compuesta

por el numerario que llamaremos ‘N’, más una función con elasticidad de sustitución

intertemporal constante correspondiente al bien que venderá el empresario, y que

vienen representadas por4:

U [N(t),M(t)] =

∫ ∞
0

(
N(t) +

M(t)(1− 1
σ̄

) − 1

1− 1
σ̄

)
· e−β̄tdt con σ̄ > 0 (2.1)

Donde ‘M(t)’ refleja el consumo en el Mercado Meta y ‘N(t)’ es el numerario que

representa la agregación de todos los demás bienes de la economı́a y que por sim-

plicidad permitimos que pueda tomar valores negativos. Podŕıa parecer imposible

identificar un consumidor representativo en mercados distantes y diferentes. Sin

embargo, debemos tener presente que aún cuando culturalmente se vinculen muy

poco, el producto los identifica través de los atributos que se le incorporan para

ello (Kotler, 1996). Es de esta manera que se pueden encontrar similitudes en los

consumidores de productos como McDonald, Coca Cola, Honda u otros que habitan

en regiones muy diferentes. Esto por supuesto no evita los problemas de agregación

económica, aunque tampoco debeŕıa agravarlos sustancialmente.

Consideramos en nuestro modelo que la elasticidad de sustitución intertemporal,

que mide la sensibilidad de las variaciones en el consumo entre un peŕıodo y otro

ante cambios en la tasa de interés, es constante. Suponemos que nuestro consumidor

representativo tiene vida infinita, y nos focalizaremos en la restricción presupuestaria

intertemporal, ya que al ser su peŕıodo de maximización infinito, debemos darle la

posibilidad al consumidor de trasladar su riqueza a lo largo del tiempo. Vamos a

considerar entonces la variable N(t) que refleja la totalidad de los demás bienes que

tiene el individuo en el peŕıodo ‘t’, incluyendo sus activos financieros.

4/ Más detalles sobre las funciones con elasticidad de sustitución intertemporal constante pueden
verse en (De la Fuente, 2000).
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Su restricción presupuestaria viene representada por Ṅ(t) = [r(t)− n̄]N(t)+Y (t)−

M(t). Tenemos entonces las dos ecuaciones para resolver el problema de optimización

del consumidor, quien deberá:

máx
M(t)

∫ ∞
0

(
N(t) +

M(t)(1− 1
σ̄

) − 1

1− 1
σ̄

)
· e−β̄tdt (2.2)

sujeto a:

Ṅ(t) = [r(t)− n̄]N(t) + Y (t)−M(t) con N(0) = N̄0 (2.3)

Cuya nomenclatura puede verse en el Cuadro 2.1

Vale la pena mencionar que estamos considerando una tasa intertemporal subje-

tiva de descuento del individuo β̄ fija, pero nada cambiaŕıa en nuestro análisis

y resultados, salvo la mayor complejidad del cálculo, si la reemplazáramos por

e−βt = e−
∫ t
0 β(s)ds.

A.1. Equilibrio Competitivo Parcial

Vamos a corroborar en primer término que la función de utilidad es cuasilineal, y

por lo tanto podremos utilizar el análisis de equilibrio parcial en lugar del general.

La ecuación planteada es:

U [N(t),M(t)] = N(t) +
M(t)(1− 1

σ̄
) − 1

1− 1
σ̄

Debemos verificar que las variaciones en el ingreso no generan efecto riqueza sobre

M(t), o sea que cuando la relación marginal de sustitución (RMS) se iguala con la

relación económica de sustitución (RES) en el óptimo, M(t) no depende del ingreso,

que en nuestro caso está incorporado en el numerario junto con el resto de los bienes.

RMS = −
∂U

∂M(t)

∂U
∂N(t)

= −M(t)
−1
σ̄

1
= −M(t)

−1
σ̄
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Cuadro 2.1: Variables y Parámetros del Consumo en el Mercado Meta

Nombre Descripción

Variables

λ(t) Variable de coestado del Principio del Máximo

r(t) : Tasa de interés en ’t’ (exógena)

pN precio del numerario (exógeno)

pM precio del bien en el Mercado Meta (exógeno)

M(t): Consumo total en el Mercado Meta en ‘t’

N(t): Numerario en ‘t ’

Y (t) : Ingresos en ‘t’

Parámetros

β̄: Tasa de descuento subjetiva intertemporal de los consumidores

σ̄: Elasticidad intertemporal de sustitución

n̄ : Tasa de crecimiento de la población.

M̄(0) Valor presente descontado al momento cero del flujo futuro del con-
sumo en el Mercado Meta

N̄(0) Valor presente descontado al momento cero del flujo futuro del nu-
merario en el Mercado Meta

Ȳ (0) Valor presente descontado al momento cero del flujo futuro de in-
gresos en el Mercado Meta
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Podemos plantear el problema para una ecuación de presupuesto totalmente general

que venga dada por R(t) = pNN(t) + pMM(t), donde pN = precio del numerario y

pM = precio del bien en el Mercado Meta. Entonces:

R(t) = pNN(t) + pMM(t) ⇒ pMM(t) = R(t)− pNN(t) ⇒

⇒M(t) =
R(t)

pM
− pN
pM

N(t)

RES =
∂M(t)

∂N(t)
= − pN

pM

En el punto de maximización del consumidor el RMS y el RES se igualan, por lo

que podemos despejar el Mercado Meta y verificar si depende de la riqueza:

RMS = RES ⇒ −M(t)
−1
σ̄ = − pN

pM
⇒

⇒M(t)
−1
σ̄ =

pN
pM

⇒M(t) =

(
pN
pM

)−σ
(2.4)

Como la elasticidad de sustitución es constante, M(t) sólo está influido por las va-

riaciones de precios y por lo tanto no depende de la riqueza ya que no cambiará

para cualquier valor que ésta tome5. Este resultado nos habilita para poder aplicar

un equilibrio parcial en el mercado de consumo y coincide con el comportamien-

to asumido en (Tobin, 1969), donde las decisiones de acumulación de riqueza son

separables de las decisiones de asignación.

5/ Recordemos que en un equilibrio parcial, los precios son independientes de la riqueza (Mas-
Colell and Green, 1995).

46



B. Maximización del Consumidor

Para resolver este problema, el individuo busca encontrar la trayectoria óptima de

la variable que puede controlar (el consumo representado por M(t) en nuestro caso),

a fin de lograr por su intermedio que la trayectoria del numerario (variable de es-

tado), sea máxima. Resolvemos entonces el problema del consumidor, considerando

que M(t) es la variable de control y N(t) es la variable de estado. Planteamos el

Hamiltoniano Valor Presente 6, llamando λ a la variable de coestado7, como:

H(t) = N(t) +
M(t)(1− 1

σ̄
) − 1

1− 1
σ̄

+ λ(t) {[r(t)− n̄]N(t) + Y (t)−M(t)} (2.5)

Aplicando el Principio del Máximo obtenemos la ecuación de Euler para el consumo

dada por8:

Ṁ(t)

M(t)
= σ̄

[
r(t)− β̄ − n̄

]
(2.6)

A partir de esta ecuación, aplicando la condición de transversalidad y la restricción

presupuestaria, llegamos a la senda óptima de consumo en el Mercado Meta:

M(t) = M̄0 e
σ̄t [r(t)−β̄−n̄] (2.7)

que será utilizada por el empresario para estimar la demanda potencial que tendrá

el producto.

Finalmente haremos una última simplificación antes de continuar. Dado que no

estamos interesados en las implicancias que las tasas subjetivas de descuento y de

crecimiento de la población tienen en la variación del consumo en el Mercado Meta,

eliminaremos estos parámetros. Podemos hacerlo ya que el empresario sólo desea

6/ Ver la Sección I del Anexo A para los detalles técnicos del Control Óptimo y el Principio del
Máximo de Pontryagin. Nos concentramos en el bien que produce el empresario, que es nuestro
bien objetivo, aplicando un equilibrio competitivo parcial.

7/ Utilizamos esta nomenclatura para diferenciarla de la ‘q’ de Tobin usada más adelante.
8/ La deducción de esta condición aśı como de las demás condiciones necesarias y suficientes,

pueden verse en el Anexo B al final de esta Tesis, en la página 149
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conocer la senda óptima del consumo que le permitirá estimar la demanda de su

producto, y por lo tanto cancelaremos estos valores para reducir nuestra ecuación

de Euler (2.6) y de consumo en el Mercado Meta (2.7) como:

Ṁ(t) = M(t) σ̄r(t) (2.8)

M(t) = M̄0 e
σ̄tr(t) (2.9)

La importancia de este desarrollo radica en que al haber encontrado la solución para

la senda óptima de consumo, nos aseguramos que el empresario podrá estimar su

demanda potencial en cada momento de tiempo.

En otras palabras, se aplica en cada momento del tiempo de la senda óptima, el me-

canismo de construcción de la demanda Marshaliana ya mencionado9 , el empresario

puede estimar la demanda potencial a la que se enfrentará su producto en forma

dinámica, y no tan sólo para un determinado momento ‘t’.

Podŕıa parecer redundante el punto, ya que si el procedimiento sirve para un mo-

mento en el tiempo, también debe servir para todos. Sin embargo, lo que destacamos

aqúı es que además del procedimiento, hemos verificado que existe esa senda de con-

sumo intertemporal y que el empresario podrá optimizar en términos dinámicos su

función de beneficios, ya que ha podido estimar la demanda de su producto en el

Mercado Meta en términos dinámicos y no sólo estáticos.

Hemos entonces establecido las ecuaciones correspondientes a la restricción presu-

puestaria en el Mercado Meta (2.3), y la senda óptima de consumo (2.8) que estima

el inversor para conocer la demanda potencial de su producto. Las hemos agrupado

en (2.10) por simplicidad, y reiteramos que el empresario estima la primera (2.10

(a)), para conocer la demanda de su producto en el Mercado Meta, y sólo la utiliza

a tal fin. No puede modificarla ni influirla ya que no controla la función de utilidad

de los consumidores ni la variable de control de ese modelo, que es M(t).

9/ Ver la nota al pie número 3 en la página 42 y (Mas-Colell and Green, 1995) página 316 y
siguientes para más detalles.
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(a) Ṁ(t) = M(t) σ̄r(t) con M(0) = M̄(0)

(b) Ṅ(t) = N(t) [r(t)− n̄] + Y (t)−M(t) con N(0) = N̄(0)

(2.10)

III. Modelo Ampliado de la ‘q’ de Tobin

Una vez estimada la senda óptima del consumidor utilizando la función de utilidad

cuasilineal (2.2), el empresario está en condiciones de visualizar la curva de deman-

da Marshaliana a la que se enfrenta en su Mercado Meta, que le será útil para

determinar la cantidad de la producción que destinará al mercado de consumo.

Vamos entonces a resolver la q de Tobin utilizando funciones espećıficas para la

producción y los costos de ajuste de la inversión, y también introduciremos en esta

Sección, la restricción mixta sobre el tamaño del Mercado Meta, a fin de vincular

las señales de venta del producto con el volumen de la producción.

Llamaremos “Ampliado” a nuestro Modelo a fin de diferenciarlo del canónico y

resaltar a la vez que es el modelo tradicional ampliado con una restricción referida

al Mercado Meta.

A. Generalidades

Coincidiendo con lo aplicado para el consumidor, vamos a suponer que las empresas

son idénticas a fin de poder referirnos a una de ellas como empresa representativa.

Todas buscan la maximización de sus beneficios y operan en un entorno competitivo.

Consideramos que la empresa representativa contrata mano de obra diariamente

pagando un salario constante que denominaremos ‘w̄’, y utiliza una tecnoloǵıa con

retornos constantes a escala en función del capital f́ısico instalado ‘K’ y de la can-
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Cuadro 2.2: Supuestos de la ‘q’ de Tobin Ampliada

Nº Descripción

1. La empresa no espera cambios en los precios de venta de sus pro-
ductos, ni en los de los bienes de inversión aśı como tampoco en la
tasa de interés.

2. Asumimos que el empresario tiene expectativas estáticas.

3. La tecnoloǵıa no cambia

4. Los mercados de contratación de insumos son competitivos

5. El productor es precio aceptante en el Mercado Meta

6. Las inversiones productivas están sujetas a un costo de ajuste pro-
vocado por la pérdida de ventas durante la instalación de nueva
maquinaria

7. La función de producción cumple con las condiciones de Inada.

tidad de mano de obra utilizada ‘L’, representada por una función de producción

homogénea de primer grado.

Asumimos que la función de producción es dos veces diferenciable, creciente, cóncava

con respecto a cada factor productivo y con productividad marginal decreciente,

lo cual expresa que al aumentar cualquiera de los factores (capital o trabajo), el

producto aumenta, pero a medida que seguimos aumentando uno de ellos sin variar

el otro, el crecimiento es cada vez menor. No incluimos cambio tecnológico a fin de

mantener el modelo lo más simple posible.

También vamos a suponer que la Función de Producción cumple las Condiciones de

Inada, por lo que si uno de los factores tiende a cero, su productividad marginal

tiende a infinito y, por el contrario, cuando uno de los factores tiende a infinito, la

productividad marginal del mismo tiende a cero. Finalmente también suponemos que

para producir hacen falta ambos factores, lo que hace que los gráficos no contengan

el origen en la Función. Todas estas condiciones se verifican más adelante.
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B. Función de Producción

La función de producción que aplicaremos es la tradicional de Cobb-Douglas, dada

por:

F [K(t), L(t)] = K(t)ᾱ L(t)(1−ᾱ) (2.11)

Esta función de producción nos asegura rendimientos constantes a escala (dado que

es homogénea de primer grado)10 y cuenta con las siguientes caracteŕısticas:

FK = ᾱ

(
K

L

)ᾱ−1

> 0 FL = (1− ᾱ)

(
K

L

)ᾱ
> 0

FKK =
ᾱ(ᾱ− 1)

K

(
K

L

)ᾱ−1

< 0 FLL =
ᾱ(ᾱ− 1)

L

(
K

L

)ᾱ
< 0

FKL = FLK =
ᾱ(1− ᾱ)

K

(
K

L

)ᾱ
> 0

(2.12)

y además vemos que tiene retornos constantes a escala:

F (λK, λL) = (λK)ᾱ(λL)1−ᾱ = λᾱ+1−ᾱK ᾱ
t L

(1−ᾱ)
t = λF (Kt, Lt)

Un punto adicional que será bueno aclarar, es el referido al supuesto de precios

unitarios e iguales que estamos utilizando. Notemos en primer lugar que considerar

que los precios son unitarios, es tan solo una cuestión de escala, ya que cualquiera sea

el precio, siempre puede escalarse para que resulte igual a uno11. Que el precio del

10/ Evitamos aqúı la discusión acerca de los rendimientos crecientes a escala (incluso los decre-
cientes) ya que tampoco es ese nuestro foco de atención, toda vez que buscamos sólo verificar el
impacto del tamaño del Mercado Meta en el volumen de inversión

11/ Esto es, si el precio es de $5 y el volumen de producción es de 10 unidades, solo cambia la
escala de medición si dividimos todo por cinco.
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producto que vende el empresario coincida con el precio de los bienes de inversión,

también es una cuestión de escala ya que podemos dividir a uno por el otro y

expresarlos en la misma unidad.

Fuera de estas cuestiones, lo que debe quedar claro es que el precio del producto

(aśı como el de los bienes de capital), sigue multiplicando a las unidades producidas

que indica la función de producción, tanto en la ecuación (2.11), como antes lo haćıa

en la (1.13). Esto es importante dado que mantiene vigente el supuesto de empresa

‘precio aceptante’ que estamos empleando.

C. Costos de Ajuste de la Inversión

La empresa realiza normalmente un flujo de inversiones en nuevo capital que deno-

minamos ‘I’, para lo cual afronta costos de instalación en cada nueva inversión, y

el resultado neto de lo invertido menos los costos de instalación viene representado

por la función

Ψ(I,K) ≤ I (2.13)

Lo cual puede leerse como que un nuevo aporte de inversiones de ‘I’ unidades incre-

mentará el stock de capital productivo en ‘Ψ’ unidades. Como vamos a permitir que

pueda existir la desinversión de capital, requerimos que también en estos casos deba

afrontarse un costo, por lo cual Ψ < I. Esto representa los costos de desinstalación

del capital. Existe una gran cantidad de trabajos que introducen costos de ajuste

tanto en la inversión como en el capital.

Los costes de ajuste en el capital han sido considerados entre otros por (Jermann,

1998), (Edge, 2007), (Boldrin et al., 2001) y (De Cordoba and Kehoe, 2000). Por

ejemplo, (Edge, 2007) muestra que la consideración de costes de ajuste en el capital

junto con hábitos de consumo, hace que un modelo monetario RBC con precios

ŕıgidos sea capaz de generar efectos de liquidez que consisten en una disminución

del tipo de interés nominal a corto plazo en respuesta a una perturbación monetaria

expansiva, efecto que no se genera en el modelo RBC estándar.

Respecto a los costes de ajuste de la inversión también estos han sido considerados
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extensamente en la literatura. En este sentido, (Christiano et al., 2005) muestran que

la opción de considerar costes de ajuste en la inversión es preferible al supuesto de

costes de ajuste en el capital, en términos de la capacidad del modelo para replicar

la dinámica de la economı́a en términos de la respuesta del nivel de producción y la

inversión ante una perturbación monetaria. También indican que la consideración

de costes de ajuste en la inversión puede generar una respuesta de la dinámica

consistente con la estimada ante una perturbación de poĺıtica monetaria.

También (Burnside et al., 2004) muestran que un modelo RBC con costes de ajuste

en la inversión puede explicar los efectos de una perturbación fiscal sobre las horas

trabajadas y los salarios.

Yendo al punto central, podemos identificar dos tipos principales de costos de ajuste

de la inversión, denominados costos externos e internos. Los primeros se relacionan

con que la velocidad con la que se quiera ajustar el stock de capital influirá en el

precio que deberá pagarse por un nuevo bien o por los costos de desinstalarlo en

menor tiempo. Es claro que la compra de un bien de capital requiere en general que

el mismo sea fabricado sobre las especificaciones que realiza la propia empresa, que

incluye aspectos como tamaños, versiones, tipos de enerǵıa de funcionamiento, etc.,

que alargan el proceso de fabricación y cualquier aceleración de tiempos deberá ser

pagada por la empresa.

Los costos de ajuste internos, por su parte, se refieren sobre todo a las pérdidas de

producción que genera la instalación (o desinstalación) de un bien de capital, ya

que desplaza recursos que dejan de estar disponibles para la producción y generan

menor volumen de venta

En śıntesis, podemos pensar que Ψ es el valor neto de todos aquellos costos de ins-

talación o desinstalación que deban asumirse para realizar una inversión, incluyendo

los correspondientes a las pérdidas de producción. Por eso, cuando la inversión es

nula, la función también se anula. Esta formulación busca fundamentalmente re-

presentar las rigideces del stock de capital, que no puede modificarse a corto plazo

sin incurrir en costos de ajuste que por lo general son proporcionalmente mayores

cuanto más rápido pretenda la empresa ajustar el capital, y cuanto menor sea su
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stock de capital.

La función de costos de ajuste de la inversión mencionada en la ecuación (2.13)

generalmente se asume cuadrática, y para justificar esta decisión, podemos partir

del estándar en la literatura para estimaciones sectoriales de la ‘q’ de Tobin (Schaller,

1990), que buscan evitar, aunque en general no lo logran, la correlación serial en la

ecuación de inversión.

Resulta relativamente sencillo llegar a esta formulación cuadrática, partiendo de una

ecuación de costos de ajuste para empresas (o industrias) individuales. Si utilizamos

el sub́ındice ‘i’ para indicar la i ésima empresa, manteniendo ‘t’ como sub́ındice de

tiempo, podemos plantearnos (Schaller, 1990):

Ψ [K(t)i, I(t)i] = d [I(t)i − g − hi −m(t)i]
2K(t)i (2.14)

Donde: d = constante positiva

g = tasa de inversión óptima para la cual el costo de ajuste es nulo

hi = efecto fijo particular para la empresa ‘i’

m(t)i = shocks sobre los costos de ajuste de la inversión

Dado que nuestra formulación es agregada y no sectorial, podemos eliminar el efecto

fijo de las empresas (hi)
12, y como tampoco estamos interesados en estudiar el im-

pacto de un shock en los costos de ajuste de la inversión, también podemos eliminar

m(t)i. Finalmente, también podemos quitar el factor ‘g’ dado que la inversión ópti-

ma será despejada durante el proceso de maximización mediante el Control Óptimo.

Por lo tanto, también podemos quitar los sub́ındices ‘i’ y plantear nuestra ecuación

de costos de juste de la inversión como:

Ψ [I(t), K(t)] = d
[I(t)]2

K(t)
(2.15)

12/ Estas generalizaciones que realizamos si bien son válidas, por supuesto le quitan riqueza al
modelo. Podemos ver claramente que un modelo sectorial o mejor aún, uno ajustado para una
sola empresa, se adaptaŕıa mejor a los resultados que la formulación generalizada para toda la
economı́a.

54



En nuestro caso vamos a utilizar una función de Costo de Ajuste de la Inversión,

que es la generalmente aplicada en la literatura (Erickson and Whited, 2000), y que

viene representada por:

Ψ [K(t), I(t)] =
I(t)2

2K(t)
(2.16)

Donde hemos considerado d = 1
2
. Vamos a verificar en primer término la forma de

la función de costo de ajuste

ΨK = −1

2

(
I

K

)2

< 0 ΨI =
I

K
> 0

ΨKK =
I2

K3
> 0 ΨKI = − I

K2
< 0 ΨII =

1

K
> 0

Ψ(I, 0) = Ψ(0, K) = 0 ∀ I,K

y notamos también que es homogénea de primer grado ya que

I ΨI +K ΨK = Ψ(It, Kt)⇒ I
I

K
− K

2

(
I

K

)2

=
I2

K

(
1− 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

= 1
2

=
I2
t

2 ·Kt

(2.17)

Estas caracteŕısticas corresponden a una función convexa, cuya representación gráfi-

ca puede verse en el gráfico de la Figura 2.113.

Esta verificación mostrará su importancia en la etapa de estimación econométrica

más adelante, ya que (Hayashi, 1982) demostró que cuando la empresa es precio

aceptante y las funciones de producción y de costo de ajuste de la inversión son

homogéneas de primer grado en (K,I,L)14, entonces la ‘q’ media coincide con la ‘q’

13/ El gráfico de la Figura 2.1 está construido para K̄ = 100. Señalemos que cuando compon-
gamos la función objetivo en la ecuación (2.21), el costo de ajuste de la inversión ingresará con
término negativo, pasando por lo tanto a ser una función cóncava, como se verifica en la página
156 más adelante.

14/ Supuestos que se verifican en nuestro modelo, como hemos visto.
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Figura 2.1: Costos de Ajuste de la Inversión con Ψ(I,K) =
I2

2K

marginal en todos los puntos del sendero óptimo. Esto es importante dado que la

‘q’ marginal no es observable mientras que la ‘q’ media śı lo es.

Además, dado que la función de costos de ajuste de la inversión es convexa en (I) ya

que ΨII > 0, entonces el sendero óptimo, si existe, será único15. Esto será aśı debido

a que si hay retornos constantes a escala para todas las firmas de una industria,

todas deberán tener el mismo ‘q’ medio porque los retornos son constantes. Esto

hace que la ‘q’ media resulte independiente del stock inicial del capital (el tamaño)

de cada empresa, y como el valor de mercado de una unidad marginal adicional de

capital (=q) es equivalente a su precio por el cambio en el stock de capital, o sea4K

veces la ‘q’ media que es idéntica para todas las empresas, y por lo tanto también

debe coincidir con la ‘q’ marginal.

D. Los Beneficios y el Valor de la Empresa

Los beneficios empresarios los definimos como la producción menos los insumos

pagados (salarios en este caso), a cuyo resultado se le deduce la inversión y sus costos

de ajuste, por lo que los beneficios de la firma en el peŕıodo ‘t’ vienen representados

15/ Recordemos que la función se volverá cóncava, como ya dijimos.
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por:

Π(t) = F [K(t), L(t)]− w L(t)− I(t)−Ψ [I(t), K(t)] (2.18)

Vamos a suponer que las empresas distribuyen estos beneficios totalmente en forma

de dividendos a los accionistas, de manera que el valor de la empresa viene dado

por el flujo futuro de dividendos descontados. No es necesario que la empresa esté

cotizando en una bolsa de valores para aplicar este procedimiento, tan sólo con su-

poner, como hemos hecho, que los mercados son competitivos y que las ganancias se

distribuyen totalmente, el valor de la firma vendrá representado por la metodoloǵıa

del valor presente neto de los flujos futuros de ingresos (Weston et al., 1990). Note-

mos aqúı que estamos permitiendo que haya dividendos negativos, en los cuales los

accionistas debeŕıan comprar más acciones de la empresa para financiar la inversión

del peŕıodo.

Existen como sabemos, aspectos opinables referidos a cómo se componen esos flujos

futuros de fondos (si se toman o no las amortizaciones y de qué manera, etc), y sobre

cuál es la tasa de costo del capital relevante para descontar los mismos. Obviaremos

todas estas cuestiones, dado que no afectan significativamente en nuestro análisis,

y supondremos que los flujos relevantes son expresados por (2.18), y la tasa de

descuento, que llamamos ‘r(t)’, estará representada por la tasa del mercado de bonos.

También supondremos que la empresa no utiliza financiamiento (no está apalan-

cada), a fin de evitar las complicaciones que se provocan debido al tratamiento

impositivo diferencial de los intereses de la deuda.

Podemos entonces plantear el valor de la firma ‘V (0)’ como:

V (0) =

∫ ∞
0

e−r(t) Π(t) dt (2.19)
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E. La Restricción del Mercado Meta

Como hab́ıamos adelantado en la Introducción, vamos a incluir en la formulación de

la ‘q’ de Tobin una restricción que tenga presente y haga expĺıcita la limitación del

tamaño del mercado al cual el empresario inversor tiene acceso.

Sucintamente, lo que estamos considerando es el proceso decisorio de un inversor,

quien antes de decidir si llevará adelante su proyecto o no, analiza qué resultado

podŕıa tener. Esto en términos económicos, y bajo los supuestos de maximización

del valor de la empresa para el accionista, significa que el empresario analiza cuál es

su ganancia esperada y la compara con la inversión a realizar. Aún cuando el proceso

es bastante más complejo16, siguiendo estos lineamientos el inversor calculará la

ganancia esperada restando los costos de producción de los ingresos esperados, y

estos últimos a su vez estarán representados por la multiplicación de las unidades

vendidas por el precio de cada una de ellas.

Este último factor, es el que pone de relieve la necesidad de incluir en el modelo,

una estimación de la cantidad de unidades que se van a vender, lo cual tiene relación

directa con el tamaño del mercado al cual podrá tener acceso el producto.

Debemos reiterar en este punto, que si bien el empresario estima la curva de de-

manda de su producto analizando el comportamiento del consumidor, no buscará

maximizar la utilidad del individuo, algo que por otra parte está fuera de su alcance.

El procedimiento de obtener la senda de consumo en el Mercado Meta, ‘M(t)’, le

sirve al empresario para conocer cuántas unidades podrá vender efectivamente a los

diferentes precios posibles en cada mercado, lo cual necesita para calcular cuáles

serán sus beneficios futuros.

No vamos a repetir los conceptos ya comentados sobre las causas, económicas o no,

que restringen el acceso (costos, fletes, aranceles, cuotas, etc), pero śı formularemos

la restricción como una limitación de la producción en función de las posibilidades

de venta de la producción.

En otras palabras, la producción debeŕıa ser menor o igual que el consumo estimado

16/ El sólo hecho de incluir incertidumbre a la decisión de inversión, complicaŕıa sustancialmente
el análisis.
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en el Mercado Meta, ya que todo aquello que se produzca en exceso terminará

en inventarios no vendidos al final del ejercicio, que resultan ser un costo más de

producción y por lo tanto no representan una poĺıtica óptima. De esta manera,

nuestra restricción puede plantearse como:

K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ) ≤ M(t)

Donde utilizamos la formulación del consumo en el Mercado Meta dada en la ecua-

ción (2.9) de la página 48, en la que M(t) = M̄(0) eσ̄r(t)t. Vamos a adecuar esta

ecuación de manera que pueda incluirse en nuestro Modelo y resolverse por Control

Óptimo. Para ello,

K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ) ≤ M(t) ⇔ K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ)

M(t)
≤ 1 ⇔ 1− K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ)

M(t)
≥ 0

(2.20)

Dentro del planteo de la teoŕıa del Control Óptimo, la parte derecha de la ecuación

(2.20) es tratada como una restricción mixta que involucra tanto a la variable de

estado K(t), como a la variable de control I(t).

Esta restricción que estamos imponiendo, limitará el volumen de producción e im-

pedirá que la función de beneficios quede indeterminada17. También resolverá el

problema del crecimiento del capital más allá del óptimo18, ya que al limitar la

producción también impondrá un ĺımite a la inversión y, por lo tanto, al stock de

capital.

IV. Presentación y Resolución del Modelo

Con los estos ajustes que hemos ido incorporando, la función que buscará maximizar

el empresario, vendrá dada por:

17/ Véase la Sección II.B del caṕıtulo 2 en la página 135.
18/ Véase la Sección II.A del Caṕıtulo 2 en la página 133.

59



CU − Óptimo

I(t),L(t)

0≤t≤∞

∫ ∞
0

e−r(t)
(
K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ) − w̄ L(t)− I(t)− 1

2

I(t)2

K(t)

)
dt

sujeto a :

(a) K̇(t) = I(t)− δ̄ K(t) con K(0) = K̄o

(b) 1− K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ)

M(t)
≥ 0; con M(t) = M̄(0) eσ̄r(t)t.

(c) ĺım
t−→∞

K(t)e−r(t) ≥ 0; Condición de Transversalidad (∗)

(e) r

∣∣∣∣(∂h(t)

∂I(t)

∂h(t)

∂L(t)

)∣∣∣∣
K∗, I∗, L∗

= Número de Restricciones Activas

(f) µ(t) ≥ 0, [= 0 si h(K∗, L∗, t) > 0] Holgura Complementaria

(2.21)

(*): Esta condición de transversalidad también evita tener que plantear una restric-

ción pura que exija que K(t) ≥ 0, y da lugar a la Condición de Transversalidad (que

para nuestro caso será condición suficiente), ĺım
t−→∞

q(t)e−r(t)K(t) = 0.

La definición de los parámetros, las variables y la nomenclatura utilizada puede verse

en los Cuadros 2.3, 2.4 y 2.5 respectivamente.

Como dijimos anteriormente, la variable de estado es el capital ‘K’, y las variables de

control son la inversión ‘I’ y el nivel de empleo ‘L’. Vamos a llamar a la variable de

coestado ‘q’ y aplicaremos el Hamiltoniano Valor Presente ampliado al Lagrangiano

Generalizado que contiene la restricción mixta que hemos impuesto. Asimismo, de-

nominaremos ‘µ’ al multiplicador asociado a la restricción mixta que impusimos a

la producción en base al consumo en el Mercado Meta.

Con estas modificaciones, el Lagrangiano Generalizado Valor Presente queda defini-
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Cuadro 2.3: Parámetros del Modelo Ampliado

Parámetro Descripción

ᾱ Elasticidad de la Producción con respecto al stock de capital
(0 < ᾱ ≤ 1)

δ̄ Tasa de depreciación del capital

σ̄ Elasticidad de sustitución intertemporal del consumo en el
Mercado Meta

n̄ Tasa de crecimiento de la población

w̄ Salario

K̄(0) Stock de capital en t=0

M̄(0) Nivel de consumo en el Mercado Meta en t=0

N̄(0) Dotación inicial de numerario en t=0

Cuadro 2.4: Variables del Modelo Ampliado

Variable Descripción

µ(t) Multiplicador asociado a la restricción mixta h(t)

q(t) Variable de co-estado que expresa el precio sombra del capital

r(t) Tasa de rendimiento de los activos financieros (exógena)

I(t) Inversión en capital nuevo del peŕıodo

K(t) Stock de capital f́ısico instalado

L(t) Cantidad de mano de obra empleada

M(t) Consumo de las familias en el Mercado Meta

N(t) Numerario de las familias del Mercado Meta

Y (t) Producción o ingreso familiar total en el Mercado Meta
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Cuadro 2.5: Nomenclatura del Modelo Ampliado

Śımbolo Descripción

Ψ(t) Función de costos de ajuste de la inversión representados por

Ψ[I(t), K(t)] = I(t)2

2·K(t)

Bo Matriz del determinante orlado compuesto por una matriz
hessiana bordeada con las primeras derivadas y el cero.

Bo
k Menor principal de orden ‘k’ de la matriz de un determinante

orlado.

h(t) Restricción mixta sobre la relación Mercado Meta a nivel de
producción, representada por h(t) = 1− F (t)

M(t)

r |· · · |K∗,I∗,L∗ Rango de la matriz de restricciones mixtas, evaluada en los
valores óptimos de (KIL).

F(t) Función de producción representada por F[K(t),L(t)] =
K ᾱL1−α

H Matriz hessiana de una forma cuadrática

Hk Menor principal de orden ‘k’ de una matriz hessiana.

H(t) Hamiltoniano valor presente.

L(t) Lagrangiano generalizado valor presente.

(K,I,L) Variables de estado y de control del Modelo, representativas
del stock de capital K(t), la inversión I(t) y la cantidad de
mano de obra L(t).

M̄ Matriz de primeras derivadas de las restricciones mixtas.

Nomenclatura del Modelo Lineal matricial (en desv́ıos del Estado Estacionario)

Q Vector de variables endógenas del sistema.

Q̇
Q

Derivada logaŕıtmica de la variable con respecto al tiempo.

B Matriz principal o de las variables endógenas

D Matriz de las variables exógenas

S Vector de variables exógenas
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do como19:

L(t) =

(
K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ) − w̄ L(t)− I(t)− I(t)2

2 K(t)

)
+

+ q(t)
[
I(t)− δ̄ K(t)

]
+ µ(t)

(
1− K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ)

M(t)

) (2.22)

La primer condición necesaria con respecto a la mano de obra viene dada por20:

⇒ L(t)∗ = K(t)

 (1− ᾱ)
(

1− µ(t)
M(t)

)
w̄


1
ᾱ

(2.23)

Mientras que la condición necesaria con respecto a la inversión es:

⇒ I(t)∗ = [q(t)− 1]K(t) (2.24)

La segunda condición necesaria, mientras tanto, está dada por:

q̇(t) =
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1(
1− µ(t)

M(t)

)
(2.25)

Tenemos entonces dos ecuaciones que explican el comportamiento del inversor y que

vienen dadas por las ecuaciones (1) y (2) en (B.20), que representan el proceso de

maximización del beneficio que realiza el inversor. De esta manera el empresario

elegirá la senda de las variables de control ‘L(t)’ e ‘I(t)’, que determinan el compor-

19/ Hemos optado por utilizar la letra cursiva L(t) para el Lagrangiano, a fin de evitar que se
confunda con la variable L(t) correspondiente al número de trabajadores

20/ La deducción de las condiciones necesarias y suficientes aśı como la demostración de los
resultados expuestos, puede verse en el Anexo II al final de este Caṕıtulo (página 154).
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tamiento de la variable de estado ‘K(t)’ para maximizar su función de beneficios.

Vemos entonces que de acuerdo al Modelo Ampliado que hemos planteado en la

ecuación (2.21), el empresario maximiza su función de beneficios que ya deduce el

costo de los insumos [w̄L(t)] y la inversión a realizar

(
I(t) +

1

2

I(t)2

K(t)

)
, y luego

destina el remanente de su producción a la venta en el Mercado Meta. Dos aspectos

deben ser destacados en esta instancia:

1. Como tenemos incorporada la restricción referida al tamaño del Mercado Meta,

el stock de capital estará limitado y la función de beneficios quedará determi-

nada.

2. El comportamiento del inversor evita tener que plantear una restricción de

factibilidad, dado que el ajuste se produce automáticamente en las unidades

vendidas.

Vemos que se trata de un modelo no lineal, por lo que deberemos primero log-

linearizarlo y luego resolverlo. Los parámetros del Modelo, como dijimos, están lis-

tados en el Cuadro 2.3 y las variables, expresadas en el momento ‘t’, en el Cuadro

2.4.

En resumen, el empresario va a maximizar su función de beneficios, pero no maxi-

mizará la utilidad del consumidor (algo que estaŕıa fuera de su alcance), por lo que

sólo se concentrará en las dos ecuaciones de (B.20).

Vamos entonces a sintetizar un poco más estas ecuaciones, a fin de poder realizar

luego una representación gráfica del Modelo. Llamaremos Modelo Ampliado Sinte-

tizado a esta presentación, que mostramos a continuación21 :

21/ El detalle del proceso seguido para obtenerlas puede verse en la Sección II.C del Apéndice
B de esta Tesis, en la página 163
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(a) q̇(t) = q(t)

[
r(t) + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

(b) K̇(t) =
[
q(t)− 1− δ̄

]
K(t) con K(0) = K̄(0)

(2.26)

V. Estado Estacionario

Sabemos que en el Estado Estacionario, al que referiremos abreviadamente como

‘EE’, tanto q̇ como K̇ se anulan, por lo que podemos despejar los valores de q̄ y K̄

en el mismo y obtendremos las ecuaciones detalladas en el Cuadro 2.622.

Donde vemos que a diferencia de la formulación original de la ‘q’ de Tobin, ahora

la inversión depende de ‘q’ pero también del tamaño del Mercado Meta, ponderado

por el salario y los factores tecnológicos de la función de producción. Resumimos las

tres ecuaciones en el Cuadro 2.6

VI. Diagrama de Fase

Vamos a realizar ahora un diagrama de fase de nuestro Modelo simplificado, utili-

zando los ejes ‘K,q’, con K(t) en el eje horizontal de abscisas y q(t) en el vertical de

ordenadas. Tenemos entonces que expresar las funciones (a) y (b) de (2.26) con ‘q’

como variable independiente, y podremos calcular la pendiente en función mediante

la primera derivada de la ecuación.

Vamos a empezar con el capital, y como haremos esta aproximación en el estado

estacionario, utilizaremos el hecho de que tanto q̇(t) como K̇(t) son iguales a cero,

por lo que podemos plantear:

22/ El detalle algebraico de las soluciones puede verse en la Sección III del Apéndice B de esta
Tesis, en la página 163.
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Cuadro 2.6: Valores de ‘Ī’, ‘K̄’ y ‘q̄’ en el Estado Estacionario

q̄ =

1
2

(
Ī
K̄

)2

+ ᾱ
(

w̄
1−ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(
1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

r̄ + δ̄

K̄ =
Ī{

2
[
(r̄ + δ̄)q̄ − ᾱ

(
w̄

1−ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(
1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

]} 1
2

Ī = K̄
{

2
[
(r̄ + δ̄)q̄ − ᾱ

(
w̄

1−ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(
1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

]} 1
2

K̇(t) = 0 ⇒ q(t)− 1− δ̄ = 0 ⇒ q(t) = 1 + δ̄ (2.27)

Calculamos ahora la derivada de (2.27) con respecto a ‘K’, asumiendo que K̇ = 0:

∂q

∂K

∣∣∣∣
˙K(t)=0

=
∂(1 + δ̄)

∂K

∣∣∣∣
˙K(t)=0

= 0

Esto significa que, en el plano ‘K,q’ la curva estará representada por un recta hori-

zontal, a la altura 1 + δ̄ del eje de ordenadas, como podemos apreciar en la Figura

2.2

Pasamos ahora al análisis de la ecuación (2.26)(a), planteando q̇ = 0 y despejando

‘q’, para luego calcular la derivada y obtener la pendiente:

q̇(t) = q(t)
[
r(t) + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

= 0⇒

⇒
[
r(t) + δ̄

]
q(t) =

1

2

(
I(t)

K(t)

)2

+ ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

⇒
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Figura 2.2: Diagrama de Fase

⇒ q(t) =

1

2

(
I(t)

K(t)

)2

+ ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

r(t) + δ̄
⇒

∂q

∂K

∣∣∣∣
q̇(t)=0

=

−1

K(t)

(
I(t)

K(t)

)2

r(t) + δ̄
=

(−)

(+)
< 0 (2.28)

Graficamos ambas curvas para el cuadrante ‘K,q’ en la Figura 2.2.

Hemos dibujado además de la ubicación de las ecuaciones en el Estado Estacionario,

las flechas de dirección para aquellos puntos que se ubican por encima y por debajo

del equilibrio, y la senda estable (‘SP’) en la que se podŕıa ubicar el sendero de

67



ensilladura del modelo.

La Figura 2.2 nos muestra la dinámica de estas ecuaciones. Tiene en primer lugar

dos ĺıneas de trazo lleno que representan los puntos para los cuales K̇ = 0 (la ĺınea

horizontal paralela al eje ‘K’ de las abcisas), que representan todos los puntos para los

cuales el stock de capital es estacionario. La otra ĺınea, q̇ = 0 (la ĺınea de pendiente

negativa) muestra los puntos para los cuales la ‘q’ de Tobin es estacionaria. Ambas

se cruzan en el punto ‘E’ de la Figura y determinan cuatro cuadrantes hacia sus

lados.

Para cualquier punto situado por encima de K̇ = 0, esto es, para cualquier q > 1+δ,

el stock de capital deberá aumentar, dado que K̇ es positivo. Por el contrario, los

puntos situados por debajo de K̇ = 0 implicarán una disminución del stock de

capital, debido a que K̇ será negativo. Esto se representa en la Figura 2.2 mediante

las flechas horizontales hacia la derecha o la izquierda, según que se encuentren por

encima o por debajo de K̇ = 0 respectivamente.

Similar interpretación podemos hacer con la ĺınea de q̇ = 0, donde los puntos situados

a su derecha nos indican que ‘q’ aumentará (porque q̇ es positiva), mientras que en los

puntos a la izquierda disminuirá. Nuevamente la representación se realiza mediante

las flechas, ahora verticales, hacia arriba o hacia abajo según que se ubiquen a la

derecha o a la izquierda de q̇ = 0 .

Tenemos como dijimos, cuatro cuadrantes y en cada uno el sentido en el cual se

moverán las variables cuando se ubiquen fuera de las ĺıneas del estado estacionario.

Vemos aśı que para los puntos que están en los cuadrantes noreste y suroeste, las

flechas nos indican que las trayectorias resultarán divergentes, ya que siempre se

alejarán del punto de equilibrio del estado estacionario ‘E’.

Los puntos de los cuadrantes noroeste y sudeste, por el contrario, tendrán una

trayectoria convergente al punto de equilibrio, representada por el sentido de las

flechas y por la ĺınea de trazo quebrado (imaginaria) de punto de silla, que hemos

denominado ‘SP’ en la Figura.
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Cuadro 2.7: Ecuaciones del Modelo cuando la Restricción Mixta se Cumple con
Igualdad

(a) q̇(t)M=F =
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
M(t)− µ(t)

K(t)

)

(b) K̇(t) =
[
q(t)− 1− δ̄

]
K(t) con K(0) = K̄o

VII. Aplicación Efectiva de la Restricción del Mer-

cado Meta

Para encontrar los puntos en los cuales está activa la restricción mixta que he-

mos impuesto sobre el tamaño del Mercado Meta, podemos utilizar la esencia del

método de los multiplicadores de Lagrange. Esta idea tan simple e ingeniosa del co-

nocido f́ısico-matemático Joseph Lagrange para resolver problemas de optimización

con restricciones de igualdad, consiste en ampliar la función objetivo a optimizar

construyendo una nueva función llamada Lagrangiana en su honor, formada por la

función original más la función de restricción igualada a cero al restarle su propio

resultado.

Los detalles del procedimiento utilizad pueden verse en el Apéndice IV en la página

164 de este Caṕıtulo, y las ecuaciones de solución se encuentran en el Cuadro 2.7 a

continuación.

Incluimos también el diagrama de fase que representa la Restricción Mixta Activa

que es similar al mostrado en la Figura 2.2, sólo que ahora la pendiente negativa

de q̇ = 0 es más pronunciada y el stock de capital de equilibrio será inferior, dado

que la limitación que impone el Mercado Meta, que está activa, limita el volumen

de producción y también el nivel de capital y mano de obra utilizado. A modo

ejemplificativo, hemos comparado (2.28) con (B.30). Pueden verse ambas curvas en

la Figura 2.3

Finalmente, la ecuación (2.29) correspondiente al multiplicador de la Restricción
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Figura 2.3: Diagrama de Fase con la Restricción Mixta Activa: M=

(
K

L

)ᾱ

Mixta nos está indicando que el mismo tiene valor distinto de cero en el Estado

Estacionario (positivo debido a la holgura complementaria), lo que expresa que la

restricción estará activa y será efectiva, por lo que es necesaria para la explicación

del modelo.

µ(t) = M(t)−
K̄

[
q(t)

[
r(t) + δ̄ + 1

]
− 1

2
[q(t)2 + 1]

]
ᾱ

(2.29)

VIII. Resolución del Modelo Loglinealizado

Hemos verificado en el Anexo VII (página 175), que nuestro Modelo Ampliado es

estable, y tiene un diagrama de fase de punto de silla, conocido como ‘saddle point’ 23.

Para resolver nuestro Modelo Loglinealizado de las ecuaciones [B.37 (1) y (2)], por

tratarse de un sistema lineal no homogéneo de ecuaciones diferenciales de primer

orden, tendremos que resolver en primer término la parte homogénea, para luego

23/ Puede verse un gráfico representativo en la página 174 del Anexo B
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Cuadro 2.8: Ecuaciones de la Solución del Modelo Reducido Loglinealizado

ln[q(t)] = A1e
Et + A2

(
E

E + C

)
e−Ct − r∗

E
r̃(t) +

F

E

(
M̃(t) +G

)

ln[K(t)] = A2e
−Ct + Ĩ(t)

resolver la no homogénea mediante el método de variación de parámetros (Zill and

Cullen, 2009).

El procedimiento completo de la solución del Modelo puede verse en la Sección VIII

del Anexo B en la página 178 , y el resultado general viene dado por la suma de las

soluciones de las ecuaciones homogénea y particular y será:


ln[q(t)]

ln[K(t)]

 = A1


1

0

 eEt+A2


E

E+C

1

 e−Ct+


0

1

 Ĩ(t)−


r∗

E

0

 r̃(t)+

F
E

0

 M̃(t)+


F
E

0

G
(2.30)

El resultado final con la solución del Modelo Reducido Loglinealizado puede verse

en el Cuadro 2.8.

IX. Conclusiones y Comentarios del Modelo

Hemos desarrollado un Modelo que partió del conocido planteo de la ‘q’ de Tobin

con costos de ajuste cuadráticos, y agregamos como restricción expĺıcita cuando el

empresario analiza si invertir o no, la consideración de las cantidades de producto

que se podrán vender efectivamente. Para ello, hemos tomado en consideración el

Mercado Meta definido en la Sección I. A (página 42), que comprende todos los

mercados a los que podŕıa tener acceso el inversor para vender su producto, con un
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margen de rentabilidad adecuado para su negocio.

El Modelo definido de esta forma, fue resuelto utilizando Control Óptimo, para lo

cual se verificaron las condiciones de suficiencia (tipo Arrow) y se calcularon las

condiciones necesarias, de las que despejamos los senderos óptimos de las variables,

enlazando la producción con la posibilidad de venta con un ingreso razonable.

El Modelo general fue luego reducido a un sistema de dos diferenciales no lineales

que se ven en la ecuación (2.26), que muestra la relevancia tanto del Mercado Meta

como del multiplicador de la restricción mixta, ‘µ(t)’. En este sentido, se analizó la

conclusión generalizada acerca de que el empresario sólo debe observar el valor de

‘q’ (que refleja el precio sombra de los bienes de capital), ya que el mismo contiene

toda la información necesaria para tomar su decisión de inversión24.

Esta conclusión ha surgido al considerar solamente una de las condiciones necesa-

rias del Control Óptimo, sin haber incorporado las restantes. Al hacerlo, como se

mencionó oportunamente, no se está obteniendo la senda óptima de los controles,

sino que sólo se establece la relación de la inversión con el funcional a maximizar

mediante el Hamiltoniano Valor Presente. En otras palabras, y desde un punto de

vista matemático, la comentada conclusión no considera todos los pasos necesarios

para determinar la senda óptima de la inversión, ya que sólo refleja la optimización

estática de la función de beneficio empresario, con respecto a la inversión.

Aún más, debe notarse que el planteo del problema, tanto en los análisis de la ‘q’

de Tobin como en el nuestro, parte de maximizar el valor de la empresa ‘Vo’ que

está representado mediante una ecuación integral que contempla el flujo futuro de

los ingresos y egresos que deberá realizar el empresario, y cuyo resultado arrojará

una ganancia esperada que si es positiva, derivará en la concresión de la inversión.

Al igualar a cero la derivada de la función de beneficio empresario con respecto a la

inversión, sólo se encuentra el máximo estático en el punto ‘t’, sin que se consideren

las sendas futuras de las variables del modelo en cuestión (K,I,L en nuestro caso,

además de los multiplicadores y variables de coestado).

24/ Por ejemplo (Hayashi, 1982) página 218:“All the information about the demand curve for the
firm’s output and the production function that are relevant to the investment decision is summarized
by q”

72



A partir de la flexibilización del supuesto de competencia perfecta en todos los

mercados, manteniendo la condición de aceptación de precio de mercado que permite

continuar utilizando la Proposición I de (Hayashi, 1982)25, consideramos necesario

incorporar un mecanismo que genere la información del mercado de productos del

inversor, de manera de acotar la cantidad producida.

Hemos asumido que se mantienen los supuestos de funciones homogéneas de primer

grado para la producción y los costos de ajuste, ya que a pesar de producir una

función de beneficios (y de oferta del producto) mal especificada, a corto plazo los

rendimientos serán decrecientes a escala y superaŕıamos la indeterminación. Como

vimos en la Sección III.B del Anexo A en la página 135, al suponer mercados de

insumos competitivos, el ajuste automático del mercado laboral determinará una

función de producción con rendimientos decrecientes a escala en el corto plazo.

Es por esto que incluimos una estimación de los ingresos futuros que arroja como

resultado una expresión mucho más rica y completa para la inversión, y que para el

Estado Estacionario puede verse en la ecuación (B.25) de la página 164, pero que no

puede ser despejada sino hasta haber resuelto el sistema de ecuaciones diferenciales

que presenta el Modelo no lineal.

A fin de solucionarlo, hemos loglinealizado el modelo Reducido, alrededor del Estado

Estacionario, y verificamos su estabilidad en una senda de punto de silla. También

hemos visto en un diagrama de fase que nuestro Modelo tiene un comportamiento

similar al de la ‘q’ de Tobin tradicional en la literatura.

La solución general del Modelo en la ecuación (B.45) de la página 181 nos muestra

que tanto el Mercado Meta como el multiplicador de la restricción mixta son rele-

vantes a la hora de determinar el valor de ‘q’, mientras que la relación casi directa

que existe entre el stock de capital y la inversión en nuestro modelo, nos alienta

para encontrar una verificación emṕırica de los resultados obtenidos. En el siguiente

Caṕıtulo vamos a corroborar esta presunción, viendo cómo se relacionan las varia-

bles mediante la cointegración de las series, obteniendo una buena bondad de ajuste

para el modelo.

25/ Ver demostración en la Sección II. ?? del Anexo A, en la página ??
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Caṕıtulo 3

Estimación Econométrica

I. Introducción

Concluido nuestro planteo teórico, y desarrollado por completo el Modelo Ampliado,

nos resta ahora la realización de una verificación emṕırica sobre la aplicación y la

bondad de ajuste a la realidad del modelo.

No es nuestro objetivo una profunda y acabada aplicación que comprenda todos los

aspectos posibles y los diferentes alcances de nuestra teoŕıa, ya que excedeŕıamos en

mucho el objeto de esta Tesis. Sin embargo como se verá, los casos de aplicación y

estudio confirmarán la teoŕıa desarrollada, y darán sustento emṕırico a la misma.

Para ir despejando temas a incorporar, y mantener el estudio dentro de niveles

acotados de discusión, comenzaremos por fijar algunos criterios que la bibliograf́ıa

emṕırica ha confirmado, aunque fuera parcialmente, a fin de dar una justificación

general que luego será utilizada en la elección del caso de aplicación.

Muchos autores han planteado que la inversión depende del flujo de caja de la

empresa (y del que genera el mismo proyecto) que es lo que se evalúa para financiarla.

Es por eso que medidas como el peŕıodo de recupero del capital, que son menos

acertadas que el valor actual neto, son utilizadas muchas veces para decidir si llevar

adelante una inversión o no.
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Nosotros vamos a excluir de nuestro estudio, los casos de racionamiento de capital,

ya que como indica entre otros (Fazzari et al., 1987), los mismos estaŕıan vinculados

con la presencia de imperfecciones en el mercado de capitales. El razonamiento es que

cuando las empresas pueden recurrir al financiamiento de un mercado de capitales

competitivo, la restricción de capital deja de ser tan relevante.

Esto no invalida estudios como el de (Hubbard, 1997) en los que se citan investi-

gaciones en las que se muestra la relevancia del racionamiento de capital a la hora

de decidir una inversión. Este tipo de cuestiones, a decir de (Erickson and Whited,

2000), son las que invalidan el modelo neoclásico de inversión, y muestran que el

mismo es incompleto. En nuestro caso, debemos agregar que en el caso de verificarse

el racionamiento de capital, el tamaño del mercado accesible y el margen de ganan-

cia aumentan el flujo futuro de fondos, y por lo tanto mejoran el financiamiento del

proyecto de inversión, haciéndolo más viable.

Dado que nuestros casos de estudio están realizados en base a la economı́a esta-

dounidense, que cuenta con el mercado de capitales más competitivo y amplio del

mundo, consideramos que el racionamiento de capitales no resultaŕıa significativo.

En otro orden, la literatura más reciente sobre la inversión se volcó a partir de los

80’s al modelo de la ‘q’ de Tobin, que es el que hemos aplicado aqúı también. Sin

embargo, y a pesar de su amplia difusión y la cantidad de estimaciones realizadas,

no se ha logrado una verificación emṕırica ampliamente aceptada, debido en parte

a las complicaciones que presenta su estimación econométrica.

Pero más allá de estas cuestiones de medición, algunas de las cuales se detallan en

los puntos siguientes, la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin puede encontrarse, según muchos

autores [(Erickson and Whited, 2000), (Hoshi and Kashyap, 1990), etc], en las ideas

del propio (Keynes, 1965), ya que en su Teoŕıa General de la Ocupación, el Interés

y el Dinero expresa textualmente que “no tiene sentido crear una nueva empresa

incurriendo en un gasto mayor que aquel a que se puede comprar otra igual ya

existente”1.

1/ cf página 138 de la séptima edición en español de (Keynes, 1965), Fondo de Cultura Económi-
ca - 1965. Traducción de Eduardo Hornero, Revisión de Ángel Mart́ın Pérez.
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Obviamente la cita es atendible, pero no debemos olvidar que el valor de la empresa

está condicionado por las expectativas (a las cuales Keynes prestó mucha atención),

y si bien no lo menciona en este párrafo (que es el que generalmente se cita), está

impĺıcito en el contexto del razonamiento general de su libro.

Como se mencionó anteriormente, (Lucas Jr and Prescott, 1971) argumentan que

al incorporar una función que refleje los costos de ajuste de la inversión, el valor

de reposición del bien de capital (o más precisamente su precio sombra), deberá ser

igual al valor del bien más sus costos marginales de instalación. Ya hemos comentado

en la Introducción de esta Tesis, los inconvenientes que presentaba esta afirmación.

Iguales comentarios corresponden a lo mencionado por (Hayashi, 1982), en referencia

a que el valor de la ‘q’ de Tobin será lo único que deba analizar el empresario a la

hora de decidir si invierte o no, lo cual hemos desechado en el caṕıtulo anterior.

No obstante vale aclarar que validamos y utilizaremos la principal conclusión de ese

trabajo, que afirma que la ‘q’ media (observable) coincidirá con la ‘q’ marginal (de

Tobin, no observable), cuando tanto la función de producción como la función de

costos de ajuste de la inversión del productor sean homogéneas de primer grado y

la empresa sea precio aceptante.

Reiteramos aqúı lo dicho en la Introducción, en el sentido que admitimos que el

empresario no fija precios, aunque no consideramos que al precio del mercado pueda

vender todo lo que produzca sin limitaciones, sino que asumimos que realiza una

estimación de la demanda potencial de su producto. Aśı será posible que algunos de

sus mercados potenciales sean competitivos y otros no.

Para justificar esto, nos basamos en que la igualdad de la q media y la marginal

se cumplirá si las funciones de producción y de costo de ajuste de la inversión

son homogéneas de primer grado, lo cual puede aplicarse tanto a mercados con

competencia perfecta como imperfecta.

A partir de estos conceptos2, vamos a aplicar nuestro Modelo al caso concreto de los

Estados Unidos entre los años 1952 y 1976 en primer término, y luego en el peŕıodo

2/ Ausencia de racionamiento de capital, ‘q’ marginal=‘q’ media, funciones de costo de ajuste
de la inversión y de producción homogéneas de primer grado y empresas que aceptan precios pero
no tienen demanda ilimitada
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ampliado entre 1950 y 2010.

Este páıs cuenta con un mercado de capitales muy desarrollado, por lo que podemos

obviar las limitaciones que impone el racionamiento de capital. También tiene acceso

pleno al comercio internacional y mantiene relaciones económicas con todo el mundo,

por lo que el mundo es su mercado 3. Adicionalmente, también se trata de una

economı́a altamente competitiva (la primera por tamaño mundial), para la cual

puede suponerse que se aplican precios y salarios de competencia, sin mayor pérdida

de generalidad.

II. Ajustes del modelo

Como hemos verificado en el Caṕıtulo anterior, nuestro Modelo cuenta con funciones

homogéneas de primer grado tanto para la producción como para los costos de

ajuste. Además hemos supuesto que el empresario es tomador de precios tanto para

sus productos como para sus insumos, y por lo tanto, podemos tomar en nuestra

estimación econométrica, el valor medio de la ‘q’ que es observable en el mercado.

El cálculo del valor de ‘q’, sin embargo, presenta una serie de controversias e in-

convenientes prácticos que todav́ıa no han sido plenamente resueltos. Además de la

cuestión de que la ‘q’ marginal no es observable [algo que aqúı salvamos al aceptar

la Proposición 1 de (Hayashi, 1982)], como mencionamos anteriormente hay mucha

discrepancia en la aceptación sobre la forma de medir la ‘q’, lo cual se acrecienta

con el hecho de que las mediciones pueden realizarse para empresas o sectores indi-

viduales que posean cotización en un mercado de valores, pero son menos factibles

en empresas sin cotización bursátil.

Frente a esta limitación, muchos autores consideran la extrapolación directa de análi-

sis sectoriales amplios que comprenden diferentes industrias y empresas de los secto-

res principales a toda la economı́a. Este es el enfoque que realizamos en este trabajo,

siguiendo los lineamientos y utilizando los valores de la ‘q’ para Estados Unidos en-

3/ Si bien es cierto que ha habido limitaciones a partir de la llamada “Guerra Fŕıa” aśı como
otras restricciones geopoĺıticas, el comercio con los demás páıses durante los peŕıodos elegidos ha
mantenido amplia vigencia
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tre 1952 y 1976 publicados en (Von Furstenberg et al., 1977), Tabla 1, páginas 350

a 355 columna 9. Esto nos evitará tener que calcular estos valores.

La segunda cuestión de importancia que debemos superar en la estimación eco-

nométrica, está relacionada con la correlación serial de los residuos de la estimación.

Este problema si bien no vuelve insesgados a los estimadores de Mı́nimos Cuadrados,

los convierte en ineficientes para la inferencia estad́ıstica (Greene, 2000).

Tanto la autocorrelación como la heterocedasticidad generan errores de estimación

en la varianza de los parámetros estimados, lo que impide poder utilizar intervalos de

confianza basados en distribuciones exactas de probabilidad. Una solución propuesta

para esta cuestión, viene dada por la construcción de los llamados ‘estimadores

robustos’ de la varianza, aunque algunos autores no recomiendan su uso bajo ningún

procedimiento (Mizon et al., 1995).

La mayoŕıa de los autores coinciden, sin embargo, en que muchas veces la autocorre-

lación puede ser superada mediante la aplicación de los llamados Mı́nimos Cuadrados

Generalizados Factibles, y también están de acuerdo en afirmar que el fenómeno de la

autocorrelación surge en la mayoŕıa de los casos, por mala especificación del modelo

económico (Greene, 2000). En nuestro caso, vamos a buscar que la autocorrelación,

que está presente en la mayoŕıa de las estimaciones que involucran a la ‘q’ de Tobin,

pueda reducirse al incluir como variable de la regresión el tamaño del Mercado Meta.

Dado que consideramos que los problemas de autocorrelación surgen a partir de una

especificación incompleta del modelo que deja de lado variables relevantes4, por lo

que utilizaremos una versión del modelo de la “q” de Tobin ampliada, muchas veces

empleado y referido como “Augmented Tobin’s q” (Kang, 2014).

Nuestro estudio nos mostrará finalmente, que el Mercado Meta resulta ser el catali-

zador necesario para que se produzca la cointegración de las variables que participan

del modelo, lo cual permite aprovechar la correlación de las series a nuestro favor.

4/ El tamaño del Mercado Meta es el caso que nos ocupa, pero en el enfoque teórico de la “q”
de Tobin están ausentes otras variables relevantes, como la capacidad instalada ociosa, ı́ndices de
expectativas empresarias, etc.
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A. Modelo Emṕırico

Como muestran (Erickson and Whited, 2000) la mayoŕıa de los estudios emṕıricos

que verifican la ‘q’ de Tobin, utilizan una función de Costo de Ajuste de la Inversión

similar a la que hemos aplicado aqúı, cuadrática y homogénea de primer grado5.

Al reemplazar la derivada del Costo de Ajuste con respecto a la inversión (nuestra

ΨI) en la ecuación de maximización (el ‘Lagrangiano’), obtienen la ecuación lineal

a estimar.

(Erickson and Whited, 2000) parten de una función de maximización para cada

empresa del panel que estudiaron, calculando el valor de la firma ‘i’ en el momento

‘t’: Vit, que de manera simplificada viene dado por:

Vit = E

{
∞∑
j=0

(
j∏
s=1

bi,t+s

)
[Π (Ki,t+j, ξi,t+j)−Ψ (Ii,t+j, Ki,t+j, νi,t+j, hi,t+j)− Ii,t+j] |Ωij

}

Donde E=esperanza, ‘Ω’ es el conjunto de información, ‘b’ es la tasa de descuento,

‘K’ el capital, ‘I’ la inversión, ‘Π’ la función de producción, ‘Ψ’ es la función de Costo

de Ajuste de la Inversión, ‘h’ es un vector de insumos y ‘ξ y ν’ son shocks externos.

La empresa maximizará esta función, sujeta a la variación del stock de capital dada

por Ki,t+1 = (1 − di)Kit + Iit. Llamando ‘q’ a los multiplicadores de Lagrange, el

proceso de optimización para cada empresa en el tiempo vendrá expresado por:

1 + ΨI(I,K, ν, h) = qi ⇒ ΨI = qi − 1

.

En nuestro caso, partiremos de la primer ecuación del Modelo General Reducido

[2.26 (a)], que reproducimos a continuación:

q̇(t) = q(t)
[
r(t) + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

(3.1)

Si distribuimos la multiplicación en el primer término de la ecuación, y en el último

5/ Ver la ecuación (2.17) y las verificaciones realizadas en la página 55 y siguientes.
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término de la derecha separamos la parte constante de la variables, obtendremos6:

q̇(t) = q(t)r(t) + q(t)δ̄− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

+ ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(
µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

=

= q(t)r(t) + q(t)δ̄ − 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

−Υi + Υj

(
µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

Donde los sub́ındices ‘i, j ’ de Υ serán explicados en breve. Podemos también suponer

como forma simplificadora, que el precio sombra de los bienes de capital, no vaŕıa,

con lo que q̇ = 0. Este seŕıa un escenario en el que se mantienen sin cambios los

precios de los bienes de inversión, lo que nos permitirá poder despejar la relación

I/K. Apuntamos a este concepto ya que es el más utilizado en la literatura a la hora

de estimar la inversión.

Pasamos entonces todo el término
1

2

(
I(t)

K(t)

)2

a la izquierda y agrupamos el resto:

1

2

(
I(t)

K(t)

)2

= q(t)r(t) + q(t)δ̄ −Υi + Υj

(
µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

Sabemos que para poder aplicar mı́nimos cuadrados, la ecuación debe ser lineal en

los parámetros. Si despejamos aqúı el cuadrado de ‘I/K’ aplicando ráız cuadrada

a la parte derecha de la ecuación, perdemos la linealidad 7. Por lo tanto, vamos

a estimar directamente la relación de inversión a capital al cuadrado, pasando el

dos multiplicando al lado derecho de la ecuación y reordenando, obtendremos (la

definición de los parámetros puede verse en el Cuadro 3.1):

(
I(t)

K(t)

)2

= Υo + Υ1q(t) + Υ2

(
µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

+ Υ3q(t)r(t)

6/ No seŕıa formalmente correcto, desde el punto de vista matemático, factorizar el último
término ya que está elevado a una potencia. No obstante, por la forma de construcción de la
ecuación y dado que se trata de estimar econométricamente un parámetro, hemos utilizado esta
alternativa

7/ Puede comprobarse que utilizando (I/K) sin elevarlo al cuadrado, el modelo también es válido
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Donde sólo nos falta definir el término del Mercado Meta. En primer lugar debemos

notar que seŕıa posible eliminar la potencia ‘1/α’, ya que se trata de un término

constante, y por lo tanto lo único que producirá en la estimación econométrica, es

una variación de escala en el parámetro correspondiente (Υ2). No obstante, como al

aplicar más adelante logaritmos el valor de 1
α

quedará subsumido en el parámetro

Υ2L, no lo quitaremos expĺıcitamente.

Nos falta definir entonces, cuál será el estimador o ‘proxi’ que utilizaremos para el

Mercado Meta. Dado que el caso de aplicación que estudiaremos se refiere a una

gran economı́a que por su tamaño tiene vinculación con todo el mundo, podemos

tomar el Producto Bruto mundial como primera aproximación al Mercado Meta.

Vale la pena detenernos unos instantes para analizar la razonabilidad de nuestro

‘proxi’. En primer lugar, Estados Unidos tiene posibilidad de vender sus productos

a cualquier páıs, dado que no ha sufrido restricciones al comercio. Por otra parte,

también es obvio que puede vender sus productos dentro de su propio páıs. Por lo

tanto, cuando un empresario analice una nueva inversión, tomará en cuenta cuántas

unidades puede vender en todo el mundo, a un precio aceptable para su estructura

de costos, y ese podŕıa ser el mercado objetivo a considerar.

Sin embargo, y luego de analizar el comportamiento de las ecuaciones utilizando el

GDP Mundial y el de los Estados Unidos, hemos concluido que este último resulta

preferible. Atribuimos este comportamiento al tamaño de la economı́a estadouni-

dense, para la cual resulta menos relevante el ratio de comercio exterior, al menos

durante el peŕıodo considerado, por lo que el volumen de inversiones se destinaŕıa

en mayor proporción al mercado interno, antes que al de todo el mundo.

También es cierto que el GDP incorpora las exportaciones realizadas, por lo que

estaŕıamos considerando lo que efectivamente se vendió al mundo, además de las

ventas en el mercado doméstico. Todo esto provoca que la utilización del GDP de

Estados Unidos en lugar del GDP mundial, resulte una mejor aproximación para

nuestro Modelo.

Finalmente, la relación µ(t)
M(t)

puede ser tomada como un solo valor que llamaremos

‘M(t)’, y será el parámetro estimado ‘Υ̂2’ el encargado de reflejar el cambio de escala.
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Cuadro 3.1: Variables y Parámetros del Modelo Emṕırico

Nombre Descripción

Variables(
It
Kt

)2

: = relación de inversión a capital al cuadrado

qt: = precio sombra de la unidad de inversión

rt : = tasa de interés (exógena)

Mt : = Mercado Meta representado por el GDP de los Estados Unidos

ut = Término de error de la regresión

Parámetros

Υo: = −2ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

Υ1: = 2δ̄

Υ2: = 2ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

Υ3: = 2

en logaritmos

Υ0L: = −2ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

Υ1L: = (Υ1 + Υ3) = 2δ̄ + 2 = 2
(
1 + δ̄

)
Υ2L: = 2ᾱ

(
1

ᾱ

)(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

= 2

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

Υ3L: = 2
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Nuestra ecuación de evaluación emṕırica en tiempo discreto será entonces:

(
It
Kt

)2

= Υo + Υ1qt + Υ2Mt + Υ3qtrt + ut (3.2)

Donde incluimos el término de error de la regresión ‘ut’ y hemos detallado las va-

riables y parámetros en el Cuadro 3.1. Aśı especificado, el modelo tiene el último

término no lineal en las variables debido a la multiplicación de “qtrt”. Considerare-

mos inicialmente el término compuesto (sabiendo que el modelo sigue siendo lineal

en los parámetros), y luego separaremos ambos valores para mejorar el resultado de

la estimación8.

Una alternativa que aplicaremos y nos permitirá mejorar la estimación, será el uso

de logaritmos de las variables, pasando entonces el modelo a ser lineal en parámetros

y variables, con lo que nuestra ecuación emṕırica (3.2) quedará como:

ln

[(
It
Kt

)2
]

= Υ0L + Υ1Lln (qt) + Υ2Lln (Mt) + Υ3Lln (qt) + Υ4Lln (rt) + ut =

= Υ0L + (Υ1L + Υ3L) ln (qt) + Υ2Lln (Mt) + Υ4Lln (rt) + ut ⇒

Para arribar, luego de renumerar los parámetros, a nuestro ‘Modelo Emṕırico’ a

estimar9:

ln

[(
It
Kt

)2
]

= Υ0L + Υ1Lln (qt) + Υ2Lln (Mt) + Υ3Lln (rt) + ut (3.3)

8/ Veremos más adelante que utilizar la tasa de interés como variable explicativa, no mejora el
funcionamiento del modelo durante este peŕıodo, por lo que no será utilizada finalmente.

9/ Hemos resaltado la palabra ‘Modelo’, porque como vamos a analizar varias especificaciones
diferentes, adoptaremos en lo sucesivo la aplicación de la mayúscula en la palabra ‘Modelo’ cuando
nos refiramos a la estimación de la ecuación 3.3, y utilizaremos la palabra en minúsculas para
referirnos a cualquiera de los otros modelos ensayados.
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III. Caso de Aplicación: Estados Unidos 1952-1976

Vamos a considerar el caso de la economı́a estadounidense, que si bien no ha sido

muy estable debido a los cambios impositivos, entre otros, fue y es profusamente

estudiado.

Como ya dijimos, tomaremos como base el art́ıculo de (Von Furstenberg et al., 1977)

que tiene publicados los valores de la “q” de Tobin estimada trimestralmente entre

1952 y 1976, de manera tal que evitaremos la discusión acerca de la forma de cálculo

de la ‘q’. Uno de los objetivos de nuestra evaluación, es el de comparar el desempeño

del modelo con estimaciones ya realizadas.

A. Análisis de las Series de Datos

Realizaremos en primer término, una descripción de los datos utilizados y el origen

y fuente de los mismos. A continuación, vamos a analizar el comportamiento de las

series durante el peŕıodo de tiempo bajo análisis.

A.1. Origen de los Datos

Los datos utilizados en el análisis emṕırico de la Tesis, han sido tomados de cuatro

fuentes más elaboraciones propias, referidas a la aplicación de logaritmos, primeras

diferencias y variables binarias.

El Cuadro C.1 en la página 183 contiene un resumen del origen y los códigos utili-

zados en las regresiones de Eviews, que son bastante simples de comprender. Adi-

cionalmente, en la Figura C.1 en la página 184 se han volcado los valores originales

tomados de cada fuente.

A.2. Análisis del Comportamiento de las Series

Antes de comenzar con las regresiones econométricas, vamos a realizar un muy

breve análisis de las Series involucradas. En primer lugar vamos a considerar cómo
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Figura 3.1: Dispersiones entre ( I
K

)2, la “q” de Tobin y el Mercado Meta

se relaciona ( I
K

)2 con la “q” de Tobin y con el Merado Meta10, recurriendo a gráficos

de dispersión11, y utilizando la nomenclatura siguiente:

IK = ( I
K

)2 = Cuadrado de la Relación Inversión/Capital

Q = “q” de Tobin

MM = Mercado Objetivo

En el gráfico de la izquierda de la Figura 3.1 vemos el diagrama de dispersión entre la

relación de inversión a capital y la ‘q’ de Tobin. Existe una leve correlación positiva,

evidenciada por la ĺınea de tendencia, que nos muestra la vinculación entre ambas

variables. A pesar de ello, pareceŕıa que hay bastante aleatoriedad entre los puntos,

toda vez que debeŕıan dibujarse muchas ĺıneas para poder unirlos.

Algo similar sucede con el gráfico de la derecha de la Figura 3.1, que vincula la

relación de inversión a capital con el Mercado Meta, en este caso, el GDP de los

Estados Unidos. Es similar en cuanto a la correlación positiva de las variables, pero a

diferencia del gráfico anterior, la aleatoriedad del comportamiento de las variables no

pareceŕıa estar garantizada, ya que podemos ver como la simple ĺınea de tendencia

10/ A fin de simplificar la lectura, y siempre que no pueda provocar confusiones, también nos
referiremos a la relación ( IK )2 como ‘(I/K)’ a secas.

11/ Conocidos en inglés como “scatter plot”
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Figura 3.2: Evolución de la relación de Inversión a Capital, el Mercado Meta y la
“q” de Tobin

alcanza para reunir a la mayoŕıa de los puntos.

Esta relación bastante estrecha entre ( I
K

) y el Mercado Meta nos indica que hay un

comportamiento conjunto de las variables, y seguramente provocará autocorrelación

en los residuos de las regresiones que busquen estimar el valor de la inversión. Co-

mo dijimos anteriormente, uno de los principales defectos de los estudios sobre la

inversión que sólo se basan en la “q” de Tobin como variable explicativa es, además

del bajo R2, la presencia de correlación en los residuos de la regresión. Buscaremos

salvar este inconveniente tan común en los puntos siguientes.

Para continuar con nuestro análisis preliminar de las variables, va a resultar in-

teresante analizar de qué manera se comportaron en el tiempo las dos variables

explicativas principales. En la Figura 3.2 vemos que el comportamiento de la “q” de

Tobin y la estimación del Mercado Meta han tenido correlación, primero positiva y

luego negativa.

En realidad lo que ha sucedido es que el tamaño del mercado ha tenido una tendencia

de crecimiento constante en el tiempo, mientras que la ‘q’ de Tobin aumentó hasta
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1965 luego de lo cual inició una tendencia decreciente.

Los dos gráficos siguientes son muy ejemplificativos del comportamiento de las va-

riables y la relación que pareceŕıa existir entre ellas. Podemos ver en la Figura 3.2,

que muestra la evolución conjunta en el tiempo de la ‘q’ de Tobin y la relación de

inversión a capital, cómo ambas variables crecen y decrecen de manera casi idéntica.

Pareceŕıa ser en realidad que la ‘q’ de Tobin adelanta un peŕıodo el comportamiento

ascendente o descendente de (I/K).

No cabe duda que hay gran correlación entre estas dos variables, y probablemente

encontremos en ellas, al menos para nuestro peŕıodo de estudio, algún tipo de cau-

salidad en el sentido de Granger que, a primera vista y antes de haber realizado las

comprobaciones estad́ısticas necesarias, pareceŕıa ser de ‘q’ a (I/K). Más adelante

comprobaremos esta afirmación.

Sigamos ahora con el análisis del comportamiento de nuestra variable objetivo (I/K),

en relación con el Mercado Meta. Vemos en la Figura 3.2 que ambas comparten una

misma tendencia creciente bastante estable en el caso del Mercado Meta, y algo más

oscilante en la relación de inversión a capital. Incluso podemos apreciar que tanto al

inicio (entre 1952 y 1960), como al final (entre 1974 y 1976), donde pareceŕıa que las

series se distancian, los movimientos de suba o baja se corresponden mutuamente.

La diferencia absoluta de los valores, que nos llevó a realizar el gráfico con una

doble escala, también nos permite apreciar que a lo largo de todo el peŕıodo los

cambios de tendencia han sido en principio simultáneos. Lo que podemos notar

claramente, es que tanto en el caso anterior como en este, hay una tendencia de

largo plazo compartida por las tres series, lo que nos llevará a analizar más adelante,

la posibilidad de que haya cointegración entre las mismas. También detectamos un

posible cambio de parámetros que si bien sabemos que existió (Summers, 1981),

deberemos verificarlo estad́ısticamente para incorporarlo al Modelo.

En nuestras estimaciones, además de las tres variables ya descritas, hemos incluido

otras que nos sirvieron para una mejor comprensión del Modelo, aunque luego fueran

descartadas. Antes de continuar mencionamos que agregamos en la Figura C.2 en la

87



página 185, el comportamiento que tuvieron las mismas. Una descripción de estas

variables puede verse en el Cuadro C.1 en la página 183

Para finalizar, puede verse la Matriz de Correlaciones entre las variables que usare-

mos en las estimaciones en la Figura C.3 en la página 185. Existe una importante

correlación, aunque no excesiva, entre la variable dependiente (I/K) y la variables ex-

plicativa ‘MM’ correspondiente al Mercado Meta, con valores en torno al 65 %. Algo

similar sucede con la tasa de interés, que también nos muestra la posible vinculación

existente.

También podemos ver que hay una alta correlación positiva entre el Mercado Meta,

la tasa de interés y la relación de crédito a Producto Bruto, por lo que deberemos

asegurarnos que no haya multicolinealidad en la estimación del modelo. Con esta

observación podŕıamos especular frente a esta condición, que cuando se analizan los

llamados “Modelos Aumentados” de la ‘q’ de Tobin, que en muchos casos incluyen

estas variables además de la propia ‘q’, lo que se hace es reemplazar el Mercado

Meta por otras variables cuya combinación da un resultado similar al de la inclusión

del tamaño del mercado. No ahondaremos aqúı sobre este punto, pero volveremos a

él en las conclusiones.

En nuestras estimaciones, además de las tres variables ya descritas, hemos incluido

otras que nos sirvieron para una mejor comprensión del Modelo, aunque luego fueran

descartadas.

B. Resultados Econométricos

Vamos a ver en este punto algunos resultados elaborados a partir de las series de

tiempo antes señaladas. Las regresiones econométricas han sido realizadas utilizan-

do los programas EViews y Stata13, y para mayor comodidad, las series han sido

listadas en el Cuadro C.1 de la página 183, junto con el código de identificación

utilizado en EViews y la fuente de las mismas.
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B.1. Regresión de I/K con Q, MM y Binarias

Vemos en primer lugar una estimación de I/K con una constante y las variables ‘Q’

y ‘MM’. Para reducir la autocorrelación, aplicamos logaritmos y resolvemos como

se aprecia en la Figura C.4 en la página 186.

El ajuste es relativamente bueno, como se muestra en el Panel (a) de la Figura

C.4, ya que el R̄2 es de 0,497 y el P-Value de la ‘F’ es de sólo 0,0002, lo cual es

suficiente para el análisis de estabilidad del modelo que queremos realizar. Debemos

verificar para ello, que la estimación no registre autocorrelación en los residuos, lo

cual comprobamos a través del estad́ıstico de Durbin-Watson, que si bien parece bajo

(1,43), como los valores de tabla para k=2 parámetros y N=25 observaciones, son

dL = 1, 206 y dU = 1, 550, que aunque estamos en la zona de duda, nos aproximamos

bastante al valor sin autocorrelación.

Los residuos de la regresión que se muestran en el Panel (b) de la Figura C.4, por su

parte, muestran que seis observaciones (un 24 %) salen de las bandas de dos desv́ıos,

y si bien se nota alguna persistencia en las variaciones, no parece notarse un śıntoma

fuerte de autocorrelación. No obstante, vamos a verificar formalmente la presencia

de correlación serial.

Para ello calculamos la Prueba de máxima verosimilitud de Breusch-Godfrey, utili-

zando tanto uno como dos rezagos. Los resultados pueden verse en los paneles (c) y

(d) de la Figura C.4, para dos y un rezagos respectivamente. Como podemos apre-

ciar, los p-values superiores al 5 % (tanto para ‘F’ como para la X 2), nos permiten

rechazar la hipótesis de correlación serial de los residuos.

Dado que el peŕıodo analizado es bastante extenso (25 años), y como nuestro primer

análisis de las series involucradas mostró un cambio importante de tendencia en la

‘q’ de Tobin, vamos a realizar un análisis de cambio estructural ya que cuando se

realizan estimaciones econométricas que no incluyen todas las variables explicativas

relevantes, puede generarse el llamado sesgo de especificación del modelo, aśı como

falsa autocorrelación de los residuos12. Pasemos entonces a verificar si hay cambio

estructural en el modelo, utilizando la prueba recursivo.

12/ Puede consultarse en el Caṕıtulo 2, la Sección III.A.4 en la página 139 para mayores detalles
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La estimación recursiva del modelo simple que hemos planteado, puede verse en la

Figura C.5 en la página 186, donde podemos notar que si bien la ĺınea de los residuos

recursivos (de tazo lleno) no se puede asimilar a una recta, siempre vuelve al valor

‘cero’ luego de cada alejamiento.

Sin embargo, detectamos también que durante el peŕıodo bajo análisis, dos obser-

vaciones sobrepasan las ĺıneas de los dos desv́ıos, en ambos casos hacia abajo. En

1958 se ve el primer exceso de los residuos recursivos, aunque es bastante pequeño.

Más importante aún es el exceso a la ĺınea de las dos desviaciones estándar (roja,

punteada), que se produce en 1975, por lo que debemos suponer que también puede

haber un cambio de parámetros en ese año.

Planteamos entonces la estimación con dos variables binarias que llamaremos ‘DU58’

y ‘DU75’, las cuales tomarán los valores siguientes:

DU58t =

 0 si t ≥ 1958

1 si t < 1958

DU75t =

 1 si t ≥ 1975

0 si t < 1975

B.2. Resultados

Luego de sucesivas estimaciones, las principales detalladas en el Cuadro C.2 en la

página 187, llegamos a una ecuación con un buen ajuste y cuyo resultado detallamos

a continuación. El detalle completo de los resultados puede verse en la Figura C.6

en la página 188, en la que mostramos la regresión con las dos variables binarias en

el Panel (a), arriba a la izquierda.

B.2.1. Primera Estimación 1952-76

LIK2t = -7,65 + 0,35 LQt + 0,99 LMMt - 0,32 DU58 -0,30 DU75

(-62,7) (2,633) (8,543) (-4,025 ) -3,612
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R2 = 0, 8169 R̄2 =0,7803 D.W=2,055 S.E.Reg= 0,096 (3.4)

Antes de continuar, es bueno mencionar el resultado obtenido al incluir la tasa de

interés en la regresión, que además de no mejorar la estimación, resultó ser una

variable redundante bajo la prueba ‘LM’, por lo que se decidió excluirla del análisis.

Los resultados pueden verse en la Figura C.7 en la página 189, que muestra un

‘p-value’ del 85 % para el parámetro, valor muy superior al 5 % requerido. El resto

de las variables son significativas, pero el logaritmo de la ´q’ de Tobin tiene en este

caso un nivel de significación de poco menos del 94 %.

En apariencia, la inclusión del Mercado Meta vuelve innecesaria la consideración de

la tasa de interés en nuestra estimación. De todas maneras, cuando veamos algunos

aspectos de la causalidad en el sentido de Granger más adelante en esta Tesis,

agregaremos también nuevos comentarios y fundamentos.

Como se muestra en el Cuadro C.2 (página 187), las restantes variables ensayadas

presentaron inconvenientes basados en la autocorrelación con el Mercado Meta tanto

en la relación de crédito a GDP (CREPIB) como en el ı́ndice ĺıder compuesto (ILI),

todo lo cual ya hab́ıamos detectado y comentado en el análisis de las series que rea-

lizamos anteriormente en la Sección A.2, página 84 y siguientes. Tampoco tuvieron

un nivel de significatividad importante que permitiera justificar su inclusión en el

modelo.

C. Cointegración

Como hemos comentado en el análisis de las variables al inicio de la Sección A.2

de este Caṕıtulo (página 84), hay buenas perspectivas de que las series del Modelo

estén cointegradas. Ello seŕıa muy bueno, ya que de comprobarse nos permitiŕıa

afirmar que existe una relación de largo plazo entre las variables, y podŕıamos lidiar

de mejor manera con la autocorrelación.

Antes de ingresar en los análisis de práctica, vamos a verificar que los residuos de
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nuestra regresión resulten estacionarios, a fin de ver si se cumple esta simple condi-

ción. Si ello es aśı, deberemos verificar que todas las series son I(1) y luego aplicar los

las prueba de verificación. Ya que contamos con varias variables explicativas, utili-

zaremos la prueba de Johansen que nos permitirá saber cuántas ecuaciones estaŕıan

cointegradas, calculando el rango de la matriz de cointegración.

Comenzamos entonces viendo si los residuos de la regresión son estacionarios. Vamos

a comprobarlo mediante la prueba de Dickey-Fuller Aumentado y el test de Phillips-

Perron. El resultado de las estimaciones puede verse en la Figura C.8 en la página

189, que nos muestra unos p-value inferiores al 5 %, por lo que aceptamos que los

residuos de la regresión son estacionarios con un 98 % de probabilidad.

Frente a este resultado, vamos a verificar que las series involucradas cumplan la

primer condición de la cointegración, que es el comportamiento Integrado de Primer

Orden. En otras palabras, debemos verificar que las series del modelo, esto es las

variables explicativas y la variable explicada, tengan ráız unitaria en niveles y sean

estacionarias en diferencias, todo lo cual se denomina Integrada de Primer Orden y

lo escribimos como I(1).

Vale aclarar que para el proceso de cointegración, las variables ficticias DU58 y DU75

son consideradas exógenas al Modelo. Ello es aśı porque no pueden tener obviamente

una relación de largo plazo con las otras variables, sino que sólo representan un

complemento de la estimación econométrica.

Realizamos entonces la prueba de ráız unitaria para ‘LIK2’, ‘LQ’ y ‘LMM’. Vamos

a utilizar solamente la prueba de Phillips-Perron, ya que además de contar con las

caracteŕısticas principales del de Dickey-Fuller Aumentado, admite que los residuos

estén correlacionados entre śı. Esto podŕıa parecer una redundancia en nuestro caso,

dado que hemos comprobado la ausencia de autocorrelación en el Modelo, pero no

nos quitará generalidad ni cambiará los resultados de los las prueba estad́ısticos.

Podemos ver los resultados en la Figura C.9 en la página 190, donde comprobado

que nuestras tres series son I(1), por lo que cumplen la primera condición para

poder estar cointegradas. Para cumplir la segunda condición, deberá existir una

combinación lineal entre ellas que convierta en I(0) los residuos de la regresión, algo
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que ya verificamos al realizar la prueba de Phillips-Perron y el test de Dickey-Fuller

Aumentado (ver Figura C.8 en la página 189). Esa combinación lineal de la que

hablamos, por su parte, se conoce como vector de cointegración.

Hemos comprobado por lo tanto, empleando la metodoloǵıa de Engle-Granger, que

las variables están cointegradas. Sin embargo, las limitaciones propias de este método

se suman a la presencia de más de una variable explicativa, lo que podŕıa provocar

que haya más de un vector de cointegración. Por ello, vamos a aplicar en la Sección

siguiente la prueba de Rango de (Johansen, 1988) para verificar la existencia de

cointegración y la cantidad de vectores cointegrados.

C.1. Prueba de Johansen

Para verificar la cointegración aplicaremos la prueba de Johansen que mide el rango

de la matriz de cointegración, y permite determinar cuántas ecuaciones están coin-

tegradas (ninguna, una, o dos en nuestro caso). Dado que esta estimación resulta

muy sensible al número de rezagos que se aplican en la estimación, estudiaremos

primero cuál debeŕıa ser la cantidad correcta de rezagos o ‘lags’ a utilizar.

Para ello estimamos un Vector Autorregresivo con nuestras variables más dos re-

zagos, otro con un rezago y el tercero sin rezagos. A continuación calculamos los

indicadores de eficiencia de las estimaciones y comparamos los resultados, como se

ve en la Figura C.10 en la página 191, que nos indica que el mejor ajuste se produce

con dos rezagos en la estimación.

Exponemos los resultados de la prueba de Johansen en la Figura C.11 en la página

191, en la que se detectan dos vectores cointegrados.

C.2. Modelo de Corrección de Errores

Hemos verificado entonces que nuestras variables endógenas se encuentran cointe-

gradas, y por lo tanto tienen una relación de largo plazo. A partir de este resultado,

y aplicando el teorema de representación de Granger señalado en III.D del Caṕıtulo

2 en la página 144, podemos estimar un modelo de corrección de errores y tratar de
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medir la velocidad de ajuste cuando se produzcan desv́ıos entre el corto y el largo

plazo y la causalidad en sentido de Granger; todo ello en la medida que resulte

estad́ısticamente significativo.

Podemos ver la estimación de nuestro Modelo de Corrección de Errores en la Figura

C.12 en la página 192, que responde a la siguiente especificación:

Ecuación de Largo Plazo

LIK2t−1 = 8, 27 + 0, 42LQt−1 − 1, 11LMMt−1

Ecuación de Corto Plazo

∆LIK2t = −0, 69 ̂(LIK2)t−1 − 0, 30∆LIK2t−1 − 0, 41∆LIK2t−2+

+0, 98∆LQt−1 + 0, 04∆LQt−2 + 2, 67∆LMMt−1+

+3, 07∆LMMt−2 − 0, 05− 0, 12DU58− 0, 30DU75 (3.5)

Podemos ver en la Figura C.12 en la página 192, que la segunda ecuación de coin-

tegración, correspondiente a ‘D(LQ)’ tiene un valor de velocidad de ajuste positivo,

mientras que la tercera correspondiente a ‘D(LMM)’ si bien tiene coeficiente negati-

vo, resulta no significativo al 95 %, por lo que podemos desechar ambas ecuaciones

y concluir que sólo hay una ecuación cointegrada, que corresponde a ‘D(LIK”)’.

Esto también nos permite afirmar que tanto el logaritmo de q (‘LQ’) como el del

Mercado Meta (‘LMM’) son variables “exógena débil” en el Modelo de Corrección

de Errores planteado, lo que nos permite estimar el modelo de largo plazo en forma

condicional a las variables ‘LQ’ y ‘LMM’13.

13/ La justificación de este punto se encuentra en la explicación de causalidad dada en la página
148
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C.3. Causalidad

Vemos a la izquierda de la Figura C.13, en el Panel (a), la misma información mos-

trada en la Ecuación de Corto Plazo (3.5) del Modelo de Corrección de Errores. Al

respecto podemos verificar que los parámetros tienen los mismos valores (obviamen-

te), sólo que ahora se denominan ‘C(1), ..., C(10)’. La ecuación expĺıcita, por su

parte, puede verse en la parte superior del Panel (a) de la Figura C.13. Para afirmar

que existe causalidad en el sentido de Granger en el largo plazo, deben verificarse

dos condiciones referidas al coeficiente “C(1)”, que expresa la velocidad de ajuste

entre el corto y el largo plazo en el Modelo. Ellas son:

Que resulte negativo

Que sea estad́ısticamente significativo

Como podemos ver en el Panel (a) de la Figura C.13 ya citado, el parámetro tiene un

coeficiente negativo de ‘-0,69’ con lo que se cumple la primera condición. La segunda

condición se verifica también al 94 % de confianza, toda vez que el correspondiente

‘p-value’ es del 5,61 %. Normalmente se exige una significatividad del 95 %, pero en

este caso, y por ser tan pequeña la diferencia, podemos aceptar la causalidad en

el sentido de Granger de las variables ‘LQ’ y ‘LMM’ hacia ‘LIK2’ a largo plazo, y

confirmar entonces la hipótesis de que las variables del Modelo están cointegradas

con un 94 % de significatividad.

Esta conclusión es muy importante, dado que confirma no sólo la cointegración de

las variables, sino que afirma que existe una relación de largo plazo entre ellas, al

menos con un 94 % de significatividad estad́ıstica.

Veamos ahora qué sucede en el corto plazo con nuestro Modelo de Corrección de

Errores (ECM). Para probar que haya causalidad de las variables explicativas hacia

la variable explicada, debemos comprobar que todos los rezagos del ECM para cada

una de las variables sean diferentes de cero. En otras palabras, aplicando la prueba

de significatividad conjunta de Wald a los parámetros rezagados del logaritmo de la

‘q’ de Tobin [C(4) y C(5)] y a los del logaritmo del Mercado Meta [C(6) y C(7)],

veremos si resultan significativos o no.
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En el Panel (b) de la Figura C.13, arriba a la derecha, vemos el resultado de la

prueba para la ‘q’ de Tobin que, al tener ‘p-values’ menores al 5 % tanto para la

prueba de ‘F’ como para la de la ‘X 2’, nos confirma que existe causalidad de corto

plazo en el sentido de Granger de la ‘q’ de Tobin a la relación de inversión a capital

al cuadrado (I/K)2.

El Panel (c), mientras tanto, expresa que al contrario del caso anterior, no se verifica

significatividad de los parámetros estimados según la prueba de Wald, por lo que

no se comprueba que haya en el corto plazo causalidad en el sentido de Granger del

Mercado Meta hacia (I/K)2 .

En este punto, y para confirmar y ampliar los resultados, realizaremos la prueba de

causalidad de Granger para las tres variables del Modelo y para la tasa de interés

Prime. Debemos ser cautos al respecto dado que hay cierta incompatibilidad de la

prueba de causalidad de Granger mediante la prueba ‘F’, cuando las variables están

cointegradas. Sin embargo, y como hemos aceptado la cointegración y la causalidad

de largo plazo con solo un 94 % de significatividad en lugar del tradicional 95 %,

vamos a calcular igual estas relaciones de precedencia, al decir de (Maddala and

Kim, 1998).

Los resultados completos pueden verse en la Figura C.14 en la página 193 y una

śınteses se encuentra en las conclusiones de la Sección C.4, donde también puede

consultarse la Figura 3.3.

Vamos a concluir con una breve revisión del comportamiento estad́ıstico del Modelo

de Corrección de Errores, analizando algunas pruebas y gráficos del mismo, que

pueden verse en la Figura C.15 en la página 194, que en términos generales nos

indican la ausencia de autocorrelación y heterocedasticidad.

C.4. Conclusiones del Modelo Cointegrado

Concluimos entonces que nuestro Modelo de Corrección de Errores presenta un

buen comportamiento estad́ıstico, por lo que las conclusiones que fuimos citando en

nuestra discusión son válidas y pueden ser tomadas en cuenta. A modo de resumen,
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las reiteramos a continuación:

1. dado que se cumplen las dos condiciones para aceptar causalidad de largo

plazo, ya que el parámetro ‘C(1)’ resultó negativo y significativo, podemos

concluir que las variaciones de corto plazo tienden a ajustarse a los valores de

largo plazo y viceversa.

2. La velocidad de ajuste expresada por el citado parámetro, es de alrededor del

69 % en cada peŕıodo, lo que significa que las discrepancias entre el corto y el

largo plazo se corrigen en alrededor de un 69 % en cada año.

3. Las variables ‘LQ’ y ‘LMM’ son exógenas débiles por lo que mientras la relación

de inversión a capital (I/K) ajustará las discrepancias entre el corto y el largo

plazo, ni la ‘q’ de Tobin ni el Mercado Meta lo harán.

4. Existe en el corto plazo además, causalidad en el sentido de Granger de la ‘q’

de Tobin hacia la relación de inversión a capital al cuadrado.

5. no se verifica causalidad de corto plazo en el sentido de Granger del Mercado

Meta a la (I/K)2

6. Recordando nuevamente que por tratarse de variables cointegradas, no es apli-

cable la prueba de causalidad en el sentido de Granger basado en la distribución

‘F’ nos anticipamos al análisis de cambio estructural de la Sección C.5 siguien-

te, y verificamos que si no hubiera cointegración , existiŕıan las relaciones de

causalidad siguientes (ver la Figura 3.3):

a) al 99,9 % de significatividad de la tasa de interés prime a la relación de

inversión a capital y al Mercado Meta

b) al 99 % de significatividad de la ‘q’ de Tobin a la relación de inversión a

capital y al Mercado Meta

c) al 95 % de significatividad del Mercado Meta a la tasa de interés prime

d) al 91 % de significatividad de la tasa de interés prime a la ‘q’ de Tobin

e) al 88 % de significatividad del Mercado Meta a la relación de inversión a

capital

f ) al 83 % de significatividad del Mercado Meta a la ‘q’ de Tobin
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Figura 3.3: Esquema de Causalidad en el Sentido de Granger para el caso que
las variables NO estuvieran cointegradas.
Fuente: Elaboración propia con datos de la Figura C.14 en la página 193

C.5. Cambio en los Parámetros

Hemos visto en el análisis realizado en la Sección B de este Caṕıtulo en la página

88, que los datos de nuestro Modelo tienen cambios estructurales como resultado de

las variaciones que ha tenido la economı́a estadounidense en el peŕıodo 1950-1976

(ver gráfico C.5 en la página 186).

Sabemos que frente a cambios estructurales, las prueba para la detección de cointe-

gración resultan menos efectivos y pueden llevar a cometer errores, tomando como

cointegradas series que en realidad no lo están. Hemos tenido la precaución de apli-

car la prueba de Johansen que resulta más confiable al no depender de la correcta

especificación del modelo en su formulación.

Sin embargo, y para despejar toda duda, hemos realizado también utilizando ‘Stata

13 ’, la prueba de (Gregory and Hansen, 1996a) de cointegración cuando hay cambios

en los parámetros. Los resultados son resumidos en el Cuadro 3.2, y pueden verse

completos en la Figura C.16 en la pagina 194. Como podemos verificar, las variables

están cointegradas en todos los casos, salvo cuando el cambio afecta al intercepto y

la pendiente. El año de cambio en los parámetros, este las prueba lo detecta en 1956

y no en el año 1958 como vimos anteriormente con la prueba de Chow.
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Cuadro 3.2: Test de Gregory-Hansen: Śıntesis

Cambio en Parámetro Año Valor Ẑt Tabulado (1) Resultado

Nivel Constante 1956 5,21 4,92 hay CI

Pendiente C+Pend 1956 5,29 5,50 NO hay CI

Tendencia C+Tend 1971 5,45 5,29 hay CI

Todos C+P+T 1969 6,21 5,96 hay CI

(1): al 5 % según (Gregory and Hansen, 1996a)

También calculamos la relación de largo plazo del Modelo, que puede verse en la

Figura C.17 en la página 195. Si bien el ‘p-value’ de la significatividad conjunta

del modelo (ADJ) resulta significativo (1,7 %), ninguno de los parámetros de largo

plazo es individualmente significativo, por lo que concluimos que no se trata de una

buena estimación, y en apariencia el cambio de parámetros se superpone con la

cointegración y viceversa.

Dado que las prueba dejan libre la fecha del cambio estructural, y como nosotros

verificamos en la Figura C.5 en la página 186que hubo quiebre en dos años, 1958

y 1975, también aplicamos (Gregory and Hansen, 1996a) manteniendo una dummy

en el año 195814. En este caso hay cointegración entre las variables, salvo cuando

el cambio afecta la constante y la tendencia simultáneamente. También mejoran

bastante los resultados de largo plazo, aunque sin llegar a ser significativos, como

podemos ver en el Cuadro 3.3 y la Figura C.18 en la página 195.

Como conclusión general para esta Sección, podŕıamos decir que hay evidencias de

cointegración, pero la misma no puede verificarse por completo debido al cambio en

los parámetros del Modelo.

Si bien hemos comprobado la cointegración de las variables incluso aceptando cam-

bios en los parámetros, la ambigüedad de algunos resultados de la prueba de (Gre-

gory and Hansen, 1996a) nos impide avanzar más allá. Sin embargo, dos cosas quedan

claras:

14/ Para ello, definimos una nueva variable llamada ‘dulmm’=du58*lmm, y la incorporamos en
la regresión, como muestra la Figura C.18 en la página 195

99



Cuadro 3.3: Test de Gregory-Hansen: Binaria ‘dulmm’ en 1958

Cambio en Parámetro Valor Ẑt Tabulado (1) Resultado

Nivel Constante 5,21 4,92 hay CI

Pendiente C+Pend 5,45 5,29 hay CI

Tendencia C+Tend 5,29 5,50 NO hay CI

Todos C+P+T 6,21 5,96 hay CI

(1): al 5 % según (Gregory and Hansen, 1996a)

1. Hay cointegración, y

2. El Mercado Meta es relevante.

Un punto adicional que hemos verificado, es el de la causalidad en sentido de Gran-

ger, para el caso que no hubiera cointegración, donde vimos la interrelación del

Mercado Meta con las demás variables. Volveremos sobre este punto en el Caṕıtulo

de Conclusiones .

Por todo lo dicho, confirmamos nuevamente la relevancia del Mercado Meta, ya que

ninguno de los resultados lo descarta, salvo la significatividad individual en la que

todas las variables quedaron descartadas.

D. Estimación sin el Mercado Meta

Adicionalmente a los resultados de nuestra estimación, que resultan satisfactorios,

es bueno comprobar qué hubiera pasado si dejábamos afuera del análisis al Mercado

Meta. Podemos comprobar fácilmente que una regresión sin ‘LMM’ y con la Tasa

Prime (‘RD’) como sustituto, siempre agregando las variables binarias ‘DU58’ y

‘DU75’ ya que el Modelo presenta el mismo cambio estructural que el anterior (como

es lógico), se obtiene una buena estimación de (I/K)2, aunque con un R2 bastante

inferior al anterior.

El resumen de los resultados de esta estimación ha sido sintetizado en las Figuras

C.19 y C.20 en la página 196 por una cuestión de espacio, pero se siguieron los
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Cuadro 3.4: Comparación de las Ecuaciones con ‘MM’ o con ‘RD’

Criterio Con MM Con RD

Akaike -1.682109 -1.049817

Schwarz -1.438334 -0.806042

Hannan-Quinn -1.614496 -0.982205

S.E.Regresión 0.095520 0.131037

R2 0.816876 0.655376

R̄2 0.780252 0.586451

mismos pasos aplicados al Modelo general.

La comparación de las estimaciones con el Mercado Meta o con la tasa de interés

prime pueden verse en el Cuadro 3.4, que muestra los tres criterios principales de

selección de modelos (Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn) en los tres primeros ren-

glones. En todos los casos la primera columna, correspondiente al modelo con el

Mercado Meta (que puede verse en la Figura C.6 en la página 188), obtiene un

mejor resultado que la segunda. La suma de los desv́ıos estándar de la regresión,

en la cuarta fila, también resulta inferior, a la vez que los R2 (normal y ajustado)

son superiores. Podemos aceptar entonces que la estimación con el Mercado Meta

en lugar de la tasa de interés prime es preferible, ya que presenta mejor bondad de

ajuste y mejores criterios de selección.

Sintetizando, al reemplazar el Mercado Meta por la tasa de interés para mejorar la

especificación del modelo, algo que usualmente se realiza en los análisis emṕıricos que

aplican el llamado “modelo ‘q’ aumentado”, obtenemos resultados que no resultan

tan significativos como en nuestro Modelo, a la vez que se producen problemas en

la cointegración de las variables y los resultados de influencias a corto y largo plazo

entre las mismas.

No obstante lo dicho, nuestra conclusión está limitada a afirmar que para el peŕıodo

seleccionado y con los datos utilizados, la inclusión del Mercado Meta en la estima-

ción resultaŕıa preferible a la utilización de la tasa de interés prime.
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E. Verificaciones Estad́ısticas

Vamos a transcribir en la ecuación (3.6) nuestro Modelo cointegrado de largo plazo

utilizando la ‘q’ de Tobin calculada en (Von Furstenberg et al., 1977). Nuestro

objetivo será ahora realizar una serie de comprobaciones estad́ısticas para verificar

el desempeño del mismo. En primer lugar tenemos que analizar los resultados de la

estimación que nos da la Figura C.6 en la página 188, donde vemos que el ajuste es

muy razonable ya que tiene un R2 del 81,7 % y un R̄2=78,03 %, mientras que todas

las variables resultan significativas al 98 %.

ln

[(
I

K

)2

t

]
= -7,65 + 0.35·ln(Qt) + 0,99ln(MMt) - 0.32·DU58 - 0.30·du75

(0,122) (0,135) (0,115) (0,080) (0,084)

R2 = 0, 817 R̄2 =0,780 D.W=2,06 S.E.Reg= 0,096

(3.6)

Ya hab́ıamos mencionado que no es nuestro objetivo lograr la mejor estimación,

sino que tan solo buscamos comprobar cómo la inclusión del Mercado Meta mejora

la regresión, y sobre todo verificar la ausencia de la llamada correlación espúrea.

Es por ello que no buscaremos mejorar este resultado ya que es algo que haremos

en la Sección V en la página 105 siguiente, aumentando incluso la cantidad de

observaciones. Pero śı vamos a comprobar que los resultados son estad́ısticamente

confiables.

Como ya dijimos anteriormente, la estimación además de ser muy buena, no tiene

autocorrelación y este es a nuestro entender uno de los principales aportes de haber

incluido el Mercado Meta, ya que incluso suponiendo que podŕıan estar faltando

otras variables y más observaciones, evitamos la autocorrelación de los residuos.

Resumimos a continuación los resultados de las comprobaciones estad́ısticas, cuyo

detalle puede verse en la Sección F del Anexo C en la página 197:
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No se detecta correlación ni correlación espúrea.

No se detecta heterocedasticidad ni heterocedasticidad condicional.

El parámetro del Mercado Meta es relevante y no es redundante.

Los residuos de la regresión tienen Distribución Normal, por lo que puede

realizarse inferencia con el Modelo.

No se detecta colinealidad ni inflación de varianza

El Modelo está bien especificado.

IV. Variaciones al Modelo

Completados los resultados de nuestro Modelo, vamos a analizar muy brevemente

dos variaciones al mismo que resultan interesantes para analizar, y que permiten

incorporar nueva información y perspectiva al análisis.

En primer lugar vamos a considerar qué pasaŕıa si en lugar de utilizar una ecuación

en logaritmos como la (3.3) que estimamos, analizáramos la ecuación en niveles (3.2).

La segunda cuestión que estudiaremos, es la referida al comportamiento de una

ecuación con el Mercado Meta como única variable, además de la constante y las

dos binarias.

A. Modelo en Niveles en Lugar de Logaritmos

Durante las sucesivas aproximaciones realizadas hacia la ecuación final, una de las

primeras alternativas comprobadas fue la de la ecuación en niveles, cuya especi-

ficación mostrada en (3.2) reiteramos a continuación, para mayor simplicidad del

lector.

(
It
Kt

)2

= Υo + Υ1qt + Υ2MMt + Υ3qtrt
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El resultado detallado final puede verse en la Figura C.28 en la página 205, donde

notamos que fue eliminada la constante ya que no era significativa, y se agregaron

las dos variables binarias de cambio estructural.

Si bien todos los indicadores son mejores en la estimación en niveles, cuando ana-

lizamos la cointegración de este modelo encontramos que si bien tiene buen ajuste,

la significatividad del parámetro ‘C(1)’ es menor que la que muestra el Modelo en

logaritmos C.6.

Fue este importante detalle el que nos llevó a preferir la ecuación logaŕıtmica a fin

de tener una mejor cointegración de las variables. Recordemos que la cointegración

se refiere a la combinación lineal de las variables de manera tal de transformar

la relación entre ellas que son I(1), en una ecuación de regresión cuyos residuos

serán estacionarios. Por ello, este cambio de especificación resulta pertinente ya que

encontró una mejor combinación lineal de las variables.

B. Modelo Utilizando Sólo el Mercado Meta

La segunda alternativa que vamos a estudiar, es la referida al comportamiento de un

modelo que sólo tenga, además del Mercado Meta, una constante y las dos variables

binarias.

El objetivo en este caso es el de verificar una vez más la importancia del Mercado

Meta en la determinación de la relación de inversión a capital, buscando conocer

qué pasa con la cointegración y la causalidad en este caso.

Analizando los resultados detallados en la Figura C.20 (página 196), y recordando

que en la estimación del modelo con la tasa de interés prime en lugar del Mercado

Meta tampoco exist́ıa cointegración, concluimos que la correcta especificación del

modelo requiere la inclusión tanto del Mercado Meta como de la ‘q’ de Tobin para

que exista cointegración.
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V. Caso de Aplicación Estados Unidos 1950-2010

A fin de verificar que nuestros resultados no se deben sólo a una realización par-

ticular, vamos a realizar una nueva estimación, incorporando nueva información y

cambiando el origen de algunos datos.

En concreto, vamos a reemplazar los valores de la ‘q’ de Tobin de la Sección anterior

provenientes de (Von Furstenberg et al., 1977), utilizando los nuevos valores a partir

de la información publicada por la Federal Reserve (FED) en los cuadros “Z.1”, uti-

lizando la metodoloǵıa sugerida por (Mihaljevic, 2010) y aplicando la aproximación

simplificada sugerida por (Chung and Pruitt, 1994) 15. Vamos a llamar “Q1” a esta

nueva variable, para diferenciarla de la utilizada en el caso anterior. La ecuación

aplicada para calcular la serie es:

Q1 =
Valor de Mercado de Deuda y Acciones - Activos Ĺıquidos Netos - Inmuebles

Valor de reemplazo de Plantas, Equipos e Inventarios

Q1 =
VMD + VMA− ALN − INM

V RP + V RE + V RI
(3.7)

Los datos utilizados provienen de diferentes números del ‘Z 1 Statistical Release’ de

la FED, que puede obtenerse en http://www.federalreserve.gov/releases/z1/. Dentro

de cada ‘Z 1’ se utiliza el cuadro “B.102 Balance Sheet of Nonfarm Nonfinancial

Corporate Business”. Los valores de ‘Q1’ en la ecuación (3.7) fueron calculados

utilizando los renglones que se indican en el Cuadro 3.5.

Con esta información, utilizamos los valores calculados en (Mihaljevic, 2010) para

el peŕıodo 1950-2010 y conformamos de esta manera una muestra mayor y diferente

a la anterior. Las demás variables utilizadas (I/K, MM, etc.), son las mismas del

15/ De acuerdo a las verificaciones realizadas por los autores, los resultados capturan al menos
el 96,6 % de las variaciones de la ‘q’ de Tobin calculada utilizando el modelo teórico sugerido por
(Lindenberg and Ross, 1981).
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Cuadro 3.5: Cálculo de la ‘q’ de Tobin a partir del Z 1 de la FED

Sigla Descripción Renglón Z 1

VMD Valor de Mercado de la Deuda 24+25+28

VMA Valor de Mercado de las Acciones 35

ALN Activos Ĺıquidos Netos 6-(21-24-25-28)

INM Inmuebles 3-33-34

VRP Costo de Reemplazo de Plantas e Inmuebles 33+34

VRE Costo de Reemplazo de Equipos y Software 4

VRI Costo de Reemplazo de Inventarios 5

caso anterior, y provienen de las fuentes ya citadas (FRED y PWT), sólo que ahora

abarcan el peŕıodo 1950-2010.

A. Primera Regresión 1950-2010

Con esta nueva realización de datos, volvimos a estimar el modelo de la misma forma

que antes, para lo cual calculamos en primer término los criterios de selección para

evaluar la cantidad de rezagos.

A continuación calculamos el modelo con un vector cointegrado, utilizando el Modelo

de Corrección de Errores cuyo resultado puede verse en la Figura C.32 en la página

207. Vemos que la velocidad de ajuste se reduce del 69 % que teńıamos antes, a

un 40 % en la realización actual, pero la significatividad del coeficiente es mayor, y

alcanza al 96 %. 16

Tomemos estos resultados con cautela ya que como mencionamos anteriormente, si

bien la cointegración es una herramienta muy útil y sofisticada, los resultados que

presenta el Modelo de Corrección de Errores en general están sujetos a controversias

por las variaciones y la falta de precisión que presenta (Gujarati, 2010).

16/ Esto puede deberse a que la precisión del indicador no es tan buena, pero más adelante cuando
agreguemos otras variables a la estimación, comprobaremos que este valor aumenta nuevamente y
llega hasta el 61 %.

106



También tenemos variaciones en los valores de largo plazo, aśı como en la bondad de

ajuste (lógicamente), que de todas maneras sigue siendo buena, pero por tratarse de

un peŕıodo tan extenso, pareciera que debeŕıan incluirse otras variables explicativas.

En conclusión, la nueva estimación realizada incorporando nuevos datos y cambiando

el origen y forma de cálculo de la ‘q’ de Tobin, nos muestra resultados similares a los

obtenidos anteriormente. Este hecho nos tranquiliza, en el sentido que los resultados

no dependen de la muestra particular que hab́ıamos utilizado, sino que se verifican

también en este peŕıodo más amplio.

También podemos ver, y este fue el segundo objetivo que buscábamos comprobar

en este análisis, que el reducido tamaño de 25 observaciones de la muestra anterior,

nos permitió encontrar similares estimaciones cualitativas que las que aportó una

muestra de 61 datos, lo cual brinda un buen sostén emṕırico a nuestro Modelo

teórico.

A.1. Cambio de Parámetros

Para finalizar este punto, vamos a aplicar la prueba de (Gregory and Hansen, 1996a),

a fin de verificar si existe cointegración a pesar de los cambios estructurales. Podemos

ver los resultados obtenidos en el resumen que se muestra en el Cuadro 3.6, en el

que debemos destacar las cuestiones siguientes:

1. El las prueba detecta cambios estructurales en el año 1994 (principalmente).

2. Hay cointegración en todos los casos, salvo cuando el cambio de parámetros es

simultáneo, esto es, afecta a la constante, la pendiente y la tendencia en forma

conjunta.

3. El resultado anterior es parecido al obtenido para el caso de 25 observaciones.

4. El rechazo de cointegración en el cuarto escenario (cambios simultáneos), se

produce por un margen mı́nimo, por lo que podŕıa aceptarse si se redujera el

nivel de significatividad.

Estos resultados vuelven a confirmar nuestras conclusiones anteriores acerca de la

existencia de cointegración entre las variables del Modelo, y nos permiten realizar
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Cuadro 3.6: Test de Gregory-Hansen: 1950-2010

Cambio en Parámetro Año Valor Ẑt Tabulado (1) Resultado

Nivel Constante 1994 5,14 4,92 HAY CI

Pendiente C+Pend 1994 5,60 5,29 HAY CI

Tendencia C+Tend 1996 5,58 5,50 HAY CI

Todos C+P+T 1994 5,93 5,96 NO HAY CI

(1): al 5 % según (Gregory and Hansen, 1996a)

una nueva estimación econométrica.

Antes de ello, vamos a verificar que realmente los cambios estructurales están afec-

tando el comportamiento del Modelo. El sentido de este punto es ver que, como la

prueba de (Johansen, 1988) detectó cointegración y el test de (Gregory and Han-

sen, 1996a) que contempla los cambios estructurales también, podŕıa resultar que

los cambios estructurales no influyen en la relación de largo plazo que tienen las

variables cointegradas entre śı.

Para verificarlo,realizamos una estimación con un modelo ‘ARDL’17 con variables

binarias que contemplan el cambio estructural detectado en 1994 por la prueba, y

otra estimación sin las variables binarias. Las binarias a utilizar surgen del valor del

año del cambio estructural y su multiplicación por las variables explicativas, esto es:

du94 : Variable binaria igual a cero para ‘t<1994’ y uno en el resto

dulq : Variable binaria igual a ‘DU94 ∗ LQ’

dulmm : Variable binaria igual a ‘DU94 ∗ LMM ’

El resultado encontrado de falta de significación de las variables ficticias y mejora

de la significatividad de las variables explicativas al quitar las dummys, unido a la

detección de cointegración tanto con la prueba de (Johansen, 1988) como con el de

(Gregory and Hansen, 1996a), nos estaŕıa indicando que puede ser posible tener una

17/ Pueden verse algunos de los principales detalles de este tipo de modelos en (Enders, 2008).
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buena estimación del Modelo sin incluir variables ficticias. Esto es lo que haremos

en la siguiente Sección18.

B. ECM para Estados Unidos 1950-2010

A partir de los resultados obtenidos en la Sección anterior, en el sentido que podŕıamos

tratar de estimar el Modelo sin aplicar las variables ficticias para el peŕıodo 1950-

2010, realizamos una estimación en base a un Modelo Autorregresivo de Rezagos

Distribuidos (ARDL), siguiendo la recomendación de (Enders, 2008) acerca de la

conveniencia de estimar inicialmente un ARDL en lugar del ECM.

Utilizando el Criterio de Información de Akaike, detectamos en primer término que

la estimación del ARDL debe incluir un solo rezago, como puede verse en el Panel

(d) de la Figura C.37 en la página 210. A continuación, incluimos variables adicio-

nales a la ‘q‘ de Tobin y el Mercado Meta, a fin de mejorar la estimación y reducir

la autocorrelación. En este proceso de selección, realizado utilizando Mı́nimos Cua-

drados Ordinarios de los que mostramos cinco resultados intermedios en el Cuadro

C.3 en la página 209, verificamos que en todos los casos existe autocorrelación de

primer orden. Esto coincide con lo que nos indicó el Criterio de Akaike, en el sentido

de que es relevante un solo rezago para la estimación.

También pudimos verificar que a diferencia de lo ocurrido con la muestra de 1952-

1976, la relación de crédito a GDP (la variable CREPIB), si bien tiene correlación

alta con el Mercado Meta como se ve en la Figura C.35 en la página 209, no genera

disturbios insalvables.

También hemos visto que la tasa de interés es una variable relevante para el Modelo,

utilizando la ‘tasa prime’. En este caso, las primeras diferencias de la tasa de interés

resultaron relevantes, mientras que la variable en niveles no lo fue. Nuestro Modelo

ha mejorado, pero tenemos un inconveniente, que viene dado por la inclusión de

series de diferente orden de integración en el mismo. O bien excluimos la tasa de

interés (4RD) aśı todas las variables son I(1) y aplicamos (Johansen, 1988), o bien

18/ El detalle de los resultados de las estimaciones pueden verse en la Figura C.34 en la página
208.
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utilizamos la metodoloǵıa propuesta por (Pesaran and Smith, 2001).

C. Bound Test

En nuestro caso vamos a utilizar la alternativa propuesta por (Pesaran and Smith,

2001), ya que si bien nuestro interés está centrado en la estimación de ‘LIK2’ sola-

mente, al incluir la tasa de interés en primeras diferencias tenemos series I(1) e I(0)

combinadas. Esto nos permite además, mantener la formulación teórica del Modelo

Emṕırico de nuestra ecuación (3.3)19, que incluye a la tasa de interés como variable

explicativa.

Para determinar el método de estimación a emplear, por su parte, debemos saber el

comportamiento de las variables, ya que se dan tres escenarios posibles:

1. Todas las series están cointegradas: tendŕıamos que estimarlas con un Modelo

de Corrección de Errores vectorial

2. Algunas series están cointegradas y las otras no: las cointegradas se estiman

con el Modelo de Corrección de Errores y las demás con un ARDL (u otro

método pertinente)

3. Ninguna está cointegrada: se estiman con ARDL u otro método

Para poder evaluarlo, realizamos como dijimos, la prueba de cointegración de (Pe-

saran and Smith, 2001) cuyos resultados pueden verse en el Cuadro 3.7. Dado que

hay variables no cointegradas (LQ1), el método a utilizar será el ARDL en las NO

Cointegradas y el Modelo de Corrección de Errores para ‘LIK2’ que está cointegrada.

Utilizamos en la estimación la metodoloǵıa de Engle-Granger de dos pasos, esti-

mando en primer término el modelo de largo plazo para obtener los residuos de esa

regresión, que luego serán utilizados en la estimación del Modelo de Corrección de

Errores. Las ecuaciones espećıficas del Modelo a estimar son:

19/ En la página 83
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Cuadro 3.7: Resultados de la Prueba de Cointegración de Pesaran: 1950-2010

Variable Est. ‘F’ Resultado Est. ‘t’ Resultado Final

LIK2 13,62 hay CI 7,08 Confirma * *

CREPIB 11,65 hay CI 6,68 Confirma * *

∆(RD) 4,51 hay CI 4,36 Confirma * *

LMM 8,65 hay CI 2,15 Rechaza *

LQ1 3,09 Duda 0,92 NO hay CI

Valor de Tabla ‘F’ al 5 %: I(0)=2,86 - I(1)=4,01

Valor de Tabla ‘t’ al 5 %: I(0)=2,86 - I(1)=3,99

C.0.1. Ecuación de Largo Plazo

LIK2t = ΥO+Υ1LIK2t−1+Υ2LQ1t−1+Υ3LMMt−1+Υ4CREPIBt−1+Υ5∆(RD)t−1+ut

C.0.2. Modelo de Corrección de Errores

∆(LIK2)t = αo + α1∆(LIK2)t−1 + α2∆(LQ1)t−1 + α3∆(LMM)t−1+

+α4∆(CREPIB)t−1 + α5∆(RD)t−1 + αLP ût

Donde como sabemos, ût−1 corresponde al primer rezago de los residuos obtenidos

en la regresión de Largo Plazo, y el parámetro αLP mide la velocidad de ajuste.

Utilizamos un solo rezago, en función de lo indicado por los criterios de selección

que pueden verse en el Panel (d) de la Figura C.37 en la página 210, donde también

se encuentran los detalles de la estimación.

D. Verificaciones Estad́ısticas

Este Modelo tiene en general un muy buen ajuste dado por la alta significatividad

conjunta que alcanza un ‘p-value’ del estad́ıstico ‘F’ prácticamente nulo:= 0,000000.

A esto se suma un R2 = 87, 8 % y un R̄2 = 86, 7 %, todo lo cual nos muestra una
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muy buena estimación y un adecuado ajuste a los datos, como puede verse además

en el gráfico de la Figura C.39.

D.1. Modelo de Largo Plazo

Como ya dijimos en ocasiones anteriores, no son comunes en los modelos de esti-

mación de la ‘q’ de Tobin, la presencia de R2 tan altos, aśı como tampoco que se

verifique la ausencia de correlación, como en nuestro caso, que puede notarse a sim-

ple vista en el Panel (c) de la Figura C.37 en la página 210. Mucho menos aún, la

detección de la presencia de variables cointegradas.

D.1.1. Ecuación de Largo Plazo Estimada

LIK2t = -3,00 + 0,56 LIK2t−1+ 0,20 LQ1t−1 + 0,33 LMMt−1 -

(0,876) (0,119) (0,052) (0,142 )

- 0, 001CREPIBt−1 −0, 03∆(RDt−1)

(0,002) (0,013)

R2 = 0, 8782 R̄2 =0,8667 D.W=1,63 S.E.Reg= 1,035

(3.8)

La ausencia de autocorrelación también puede intuirse con el valor del estad́ıstico de

Durbin-Watson, que si bien no es aplicable porque la estimación emplea la variable

dependiente rezagada, al ser de 1,63 cae (para T = 59 observaciones y k = 5 paráme-

tros), en la zona de duda ubicada entre el ĺımite inferior dL = 1,408 y el superior

dU = 1,767. En este tipo de modelos, este acercamiento es bastante auspicioso y

en nuestro caso ha sido confirmado mediante la prueba de máxima verosimilitud de

Breusch-Godfrey para un rezago, que es lo que hemos utilizado en la estimación,

a partir de los ya mencionados criterios de selección20. Adicionalmente, las prueba

para dos, tres, cuatro y cinco rezagos también rechazan la autocorrelación, incluso

20/ Pueden verse los resultados en el Panel (a) de la Figura C.40 en la página 212, donde vemos
que se rechaza la presencia de autocorrelación utilizando un rezago
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con mayor significatividad.

Resumimos a continuación los resultados de las comprobaciones estad́ısticas, cuyo

detalle puede verse en la Sección C del Anexo C en la página 212:

No se detecta correlación ni correlación espúrea.

No se detecta heterocedasticidad.

El parámetro del Mercado Meta es relevante y no es redundante.

Los residuos de la regresión tienen Distribución Normal, por lo que puede

realizarse inferencia con el Modelo.

No se detecta colinealidad ni inflación de varianza, salvo entre LMM y CREPIB

El Modelo está bien especificado.

D.2. Modelo de Corto Plazo ECM

Conformes con nuestros resultados de largo plazo, vamos a analizar ahora el Modelo

de Corrección de Errores para el corto plazo, cuyos resultados se muestran en el

Panel (b) de la Figura C.37 en la página 210.

D.2.1. Ecuación Estimada del Modelo de Corrección de Errores

∆(LIK2)t = 0,068 + 0,750 ∆(LIK2)t−1+ 0, 521∆(LQ1)t−1 - 2, 398∆(LMM)t−1 +

(0,0464) (0,2069) (0,0716) (1,5217 )

+ 0, 003∆(CREPIB)t−1 −0, 015∆(RD)t−1 - 0,613 Residuos LP t−1

(0,0023) (0,0101) (0,1804)

R2 = 0, 6671 R̄2 =0,6279 D.W=1,657 S.E.Reg=0,592

(3.9)

Como podemos apreciar, el parámetro de velocidad de ajuste, correspondiente a

‘RESIDUOS LP(-1)’ resulta ser negativo, menor que ‘-1’ y significativo al 99 %,

o sea que tiene las condiciones requeridas para que haya causalidad en el sentido

de Granger en el largo plazo, desde las variables del modelo en su conjunto (LQ1,
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LMM, CREPIB y4RD) hacia la variable dependiente, o sea, la relación de inversión

a capital (I/K) en este caso.

También ese parámetro mide la velocidad de ajuste del Modelo entre el corto y el

largo plazo, y el valor de ‘-0,61’ nos indica que en cada año la diferencia entre la

relación de inversión a capital de corto plazo y la de largo plazo, se reduce en un

61 % de su discrepancia, ceteris paribus.

El Modelo de Corrección de Errores (ECM) nos muestra que, como resultan signifi-

cativas ∆(LIK2t−1) y ∆(LQt−1) también existe causalidad en el sentido de Granger,

aunque ahora de corto plazo, desde la variable dependiente rezagada (lo cual es ob-

vio), y desde la ‘q’ de Tobin hacia la relación de inversión a capital. Los ‘p-values’ de

LMM, CREPIB y D(RD) resultan no significativos, por lo cual no existe causalidad

en el sentido de Granger desde estas variables en el corto plazo.

Un análisis adicional de los resultados del ECM puede verse en el Cuadro C.421 en

la página 214. En él se muestran todas las ecuaciones del Modelo de Corrección

de Errores para cada una de las variables incorporadas, mostradas como vectores

columna en el Cuadro. Las filas horizontales fueron divididas en tres grupo, además

del encabezado.

El primer grupo corresponde a los coeficientes estimados en cada caso y sus respecti-

vos ‘P-Value’. Destacamos que como estas estimaciones han sido realizadas mediante

el “VEC Models”de Eviews basado en la técnica de Vectores Autorregresivos (VAR),

difieren algunos valores de los estimados mediante la técnica de Engle-Granger de

dos pasos que utilizamos anteriormente, a pesar de lo cual vemos que los signos de los

parámetros estimados coinciden y los valores informados difieren proporcionalmente.

El siguiente grupo muestra las verificaciones de largo plazo referidas a que ût−1 < 0 y

significativo, lo cual mostraŕıa causalidad conjunta de largo plazo desde las variables

del modelo [LQ1, LMM, CREPIB y ∆(RD)] hacia la variable dependiente ‘LIK2’. En

las dos últimas filas del grupo se indica si hay causalidad o la variable del encabezado

es exógena débil.

21/ Agradezco a la Dra. Maŕıa L. Garegnani, Jurado de esta Tesis, por haberme señalado la
importancia de destacar este punto.
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Cuadro 3.8: Principales Test Estad́ısticos del Modelo de Corrección de Errores

Objetivo Test Estad́ıstico p-value Resultado

Autocorrelación Breusch-Godfrey F1,50 0,0527 No Hay Autocorrelación

Autocorrelación Breusch-Godfrey F2,49 0,0755 No Hay Autocorrelación

Autocorrelación Breusch-Godfrey F3,48 0,1195 No Hay Autocorrelación

Heteroscedasticidad Harvey F5,51 0,4283 Homoscedástico

Normalidad Jarque-Bera X 2
2 0,9463 Normalidad

Especificación Ramsey RESET t50 0,9592 Bien Especificado

Valores VIF centrado: ∆(LIK2t−1)=6,59; ∆(LQ1t−1)=1,19; ∆(LMMt−1)=5,62;

∆(CREPIBt−1)=1,40; ∆(RDt−1)=1,42;RESIDUOS LPt−1=2,90

El tercer grupo del cuadro muestra la significatividad individual medida por el test

de Wald de nuestras variables de interés: la ‘q’ de Tobin (LQ1) y el Mercado Meta

y (LMM), lo que nos indica si hay causalidad de corto plazo desde una de esas

variables individuales hacia la variable dependiente.

El principal resultado que nos muestra este análisis está referido a la exogeneidad

débil de todas las ecuaciones de corto plazo, salvo la primera correspondiente a

la relación de inversión a capital, LIK2. Este hecho nos habilita para estimar el

modelo de largo plazo para la relación de inversión a capital (LIK2 en nuestro caso),

condicional a las variables explicativas LQ1, LMM, CREPIB y ∆(RD), ya que las

mismas no ajustan las discrepancias entre el corto y el largo plazo en la ecuación.

Resumimos los principales resultados de las prueba realizados en el Cuadro 3.8,

donde agregamos al pie los Factores de Inflación de la Varianza (VIF), que resultaron

inferiores a siete para todas las variables22.

También analizamos la estabilidad estructural del Modelo, calculando los test ‘CU-

SUM’ y CUSUMQ’ que podemos ver en las Figuras C.41 en la página 213 y C.42

en la página C.42. En ambos casos los valores de la prueba en cada año, quedan

22/ Recordemos que valores del VIF centrado superiores a diez son un indicador de posibilidades
de colinealidad.
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dentro del área del 5 % de significación, por lo que concluimos que el Modelo es

dinámicamente estable.

E. Conclusiones de las Estimaciones Emṕıricas

Finalizamos de esta forma el análisis de nuestro Modelo teórico, en el que hemos

verificado que la velocidad de ajuste entre el corto y el largo plazo, alcanza al 61 % en

cada peŕıodo para la estimación 1950-2010, valor este muy parecido al 69 % hallado

en la estimación con 25 observaciones de 1952 a 1976. En ambos casos además, se

verifica causalidad en sentido de Granger de la ‘q’ de Tobin hacia (I/K)2 en el corto

plazo. El resumen de los valores estimados y las principales pruebas estad́ısticas

pueden verse en el Cuadro 3.9.

A diferencia de otras evaluaciones del modelo tradicional donde es tan común la

correlación, nuestras estimaciones han demostrado que incluyendo expresamente el

Mercado Meta logramos coingtegrar las variables, lo que nos permitió obtener re-

sultados más sólidos.

De esta manera, llegamos a obtener una mejor estimación de la relación de inversión a

capital en Estados Unidos, con buen comportamiento, bondad de ajuste y estabilidad

estructural, incluso para el peŕıodo de 61 años de 1950-2010. Para ello ha sido una

pieza fundamental la inclusión del Mercado Meta que además de haber resultado una

variable estad́ısticamente significativa, actuó como catalizador de la cointegración

de las variables, con los beneficios que ello trajo aparejado.

Por otra parte, la verificación de exogeneidad débil en todas las variables del modelo

con respecto a la relación de inversión a capital, nos permitió realizar una estimación

condicional de nuestro Modelo Ampliado cointegrado.

Como también ha sido posible establecer la velocidad de ajuste entre el corto y el

largo plazo, nuestro Modelo ha coincidido con el hecho estilizado referido a que la

relación de inversión a capital ajusta paulatinamente a lo largo del tiempo, mayor-

mente sin movimientos instantáneos en la economı́a. Las variables del Modelo (q,

Mercado Meta, Crédio a PIB y delta tasa de interés), mientras tanto, mostraron
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precedencia conjunta hacia (I/K).

En el corto plazo, la causalidad en sentido de Granger sólo pudo ser verificada desde

la ‘q’ de Tobin hacia la relación de inversión a capital, mientras que para el resto de

las variables explicativas no resultó significativa.

Este resumen de beneficios nos permite afirmar que el Modelo Ampliado con el

Mercado Meta supera ampliamente los resultados econométricos que brindaba tra-

dicionalmente la especificación de la ‘q’ de Tobin sin MM.
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Cuadro 3.9: Resumen de Resultados de los Modelos Estimados

LIK2 Modelo Cointegrado 1952/76 LIK2 Modelo Cointegrado 1950-2010
Variable LIK2 1952/76 Largo Plazo Corto Plazo Largo Plazo Corto Plazo

Coeficiente P-Value Coeficiente Coeficiente P-Value Coeficiente P-Value Coeficiente P-Value

C -7,65 0,000 8,272 -0,024 0,697 -3,002 0,001 0,068 0,149
LIK2t−1 0,562 0,000

LQ 0,355 0,016 0,416
LQ1 0,20 0,0003
LMM 0,986 0,000 1,114 0,334 0,0229

CREPIB -0,003 0,109
∆RDt−1 -0,026 0,046

DU58 -0,322 0,007 -0,06 0,333
DU75 -0,304 0,002 -0,148 0,055
ût−1 -0,693 0,056 -0,6129 0,0013

∆LIK2t−1 -0,298 0,467 0,75 0,0007
∆LIK2t−2 -0,412 0,389
∆LQ1t−1 0,491 0,001 0,521 0,0000
∆LIQ1t−2 0,019 0,911
∆LMMt−1 1,337 0,3542 -2,398 0,1213
∆LMMt−2 1,535 0,377

∆CREPIBt−1 0,0028 0,2284
∆(∆RDt−1) -0,015 0,1421

R2 % 81,68 79,40 79,40 87,62 66,71
R̄2 % 78,03 63,95 63,95 86,67 62,79
D W 2,06 1,693 1,693 1,628 1,657

Correlación (1 lag) 0,729 no 0,2138 no 0,053 no 0,0527 no
Correlación (2 lag) 0,219 no 0,5039 no 0,0756 no 0,076 no

Heterocedástico 0,826 no 0,0966 no 17,01 no 0,4283 no
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Caṕıtulo 4

Conclusiones de la Tesis

El desarrollo de esta Tesis, referida a la importancia de considerar el tamaño del

Mercado Meta en las decisiones de inversión empresaria, nos ha demostrado que es

preferible introducir expĺıcitamente el tamaño del mercado potencial en la ecuación

de inversión, a fin de poder estimar adecuadamente el monto de la misma.

También nos ha mostrado que la correcta estimación de la relación de inversión a

capital, debeŕıa incluir tanto a la ‘q’ de Tobin como al Mercado Meta como variables

explicativas, además de otras como la tasa de interés.

En este sentido hemos deducido que los estudios que incluyen mercados del producto

monopólicos o de competencia monopoĺıstica, tienen mejores resultados emṕıricos

gracias a la consideración del mercado dentro del modelo estimado. (Schiantarelli and

Georgoutsos, 1990) por ejemplo, proponen un modelo de competencia imperfecta

que alcanza mejores resultados que sus similares de competencia perfecta, y no

registra autocorrelación. En este sentido (Schaller, 1990) indica que adicionalmente

los problemas de agregación de la economı́a también causan inconvenientes en la

estimación.

Otras alternativas estudiadas, desarrollan los llamados modelos aumentados’ que

incorporan variables adicionales a la ‘q’ de Tobin, logrando mejorar los resultados.

Como mencionamos oportunamente, en muchos casos la combinación de algunas

variables haŕıa de ‘proxi’ del Mercado Meta, reemplazándolo. Al respecto, hemos
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visto que la alta correlación entre el Mercado Meta, la tasa de interés y la relación

de crédito a GDP, produćıan este efecto.

En un sentido más amplio, parece que los diferentes análisis y estimaciones han

quedado sujetos, algunos más y otros menos, al supuesto de comportamiento precio

aceptante del empresario, incluyendo una demanda ilimitada para la venta de la

producción.

Una vez resuelta esta aparente contradicción, incorporando la restricción del tamaño

del mercado como mecanismo para determinar el nivel de producción en nuestro

Modelo, arribamos a una solución que nos llevó a obtener una mejor estimación

de la relación de inversión a capital en Estados Unidos, gracias entre otros a los

siguientes conceptos:

1. Tiene buena bondad de ajuste,

2. Tiene un buen comportamiento teórico y econométrico,

3. El Mercado Meta es relevante, teórica y estad́ısticamente,

4. Es estable, tanto teórica como estructuralmente,

5. Verifica cointegración de las variables y mejora la estimación,

6. Resulta importante la inclusión tanto del Mercado Meta como de la ‘q’ de

Tobin,

7. Las dudas sobre cointegración y cambio estructural se reducen al incluir ob-

servaciones adicionales (USA 1950-2010)

8. Tanto si aceptamos la cointegración como si la rechazamos, obtenemos con-

clusiones interesantes:

a) Si aceptamos la cointegración,

Largo Plazo:

� hay causalidad conjunta de la ecuación cointegrada α(1−Υ1LQt−1−

Υ2LMMt−1−Υo) hacia la variable dependiente ‘LIK2’ (= ln
(
I
K

)2
)

� Las discrepancias entre el corto y el largo plazo para 1950-2010

se reducen un 61 % en cada año, ceteris paribus

Corto Plazo: hay causalidad en el sentido de Granger de la ‘q’ de

Tobin hacia la relación de inversión a capital
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b) Si rechazamos la cointegración, la prueba de Granger determina cau-

salidad de la tasa de interés hacia la ‘q’ de Tobin y de esta hacia el

Mercado Meta y la relación de Inversión a Capital, como puede apreciar-

se en la Figura 1.3 en la página 33. Además, también hay causalidad en

el sentido de Granger del Mercado Meta hacia (I/K), aunque con menor

significación estad́ıstica (ver Figura 3.3 en la página 98).

9. En este último aspecto, podŕıa pensarse que hay una cadena de transmisión

en función de la velocidad de reacción de cada mercado, actuando primero el

cambio de tasas proveniente del mercado financiero, siempre más veloz que el

mercado real donde se encuentran la inversión y el stock de capital, pasando

a través de la ‘q’ de Tobin como veh́ıculo intermedio, que vincula el mercado

de capitales con el stock de capital

Como vemos, si rechazamos la cointegración, las relaciones de causalidad existen y

la importancia de incluir el Mercado Meta expĺıcitamente en la estimación queda

justificada por la ‘precedencia’, a decir de (Maddala and Kim, 1998), del Mercado

Meta hacia la relación de inversión a capital.

Cuando aceptamos la existencia de cointegración, algo que quedó estad́ısticamente

verificado en los dos peŕıodos estudiados para Estados Unidos, podemos afirmar que

en el largo plazo las variables del Modelo en su conjunto tienen causalidad en el

sentido de Granger hacia la relación de inversión a capital.

I. Caminos de Investigación

Comprobada la importancia de incluir el Mercado Meta en el Modelo de la ‘q’ de

Tobin, quedan sin embargo varias ĺıneas de investigación abiertas, que sólo men-

cionaremos dado que se encuentran fuera del objetivo que nos planteamos en esta

Tesis.

Como se verá, cada punto debeŕıa ser desarrollado en extenso para poder justifi-

carlo acabadamente. Dado que se tratan tan sólo de impresiones y puntos de vista

subjetivos, trataremos de ser lo más breves que sea posible.
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1. Racionamiento de capital. Basándonos en (Fazzari et al., 1987), nuestro análi-

sis dejó de lado las limitaciones de financiamiento, dado que por haber anali-

zado la economı́a estadounidense, este argumento pod́ıa ser obviado. Sin em-

bargo, para economı́as que no cuentan con un mercado de capitales tan de-

sarrollado, puede ser conveniente incorporar esta restricción. Como ya hemos

dicho, el tamaño del mercado accesible y el margen de ganancia influyen en

el flujo futuro de fondos, mejorando (o no) el financiamiento del proyecto de

inversión.

2. Mercados no competitivos. Verificar el comportamiento del Modelo en merca-

dos de competencia imperfecta es todo un desaf́ıo de imaginación y trabajo.

3. Tiempo Discreto. A fin de facilitar la búsqueda de soluciones análiticas del

Modelo Ampliado, utilizamos ecuaciones en tiempo continuo y la Teoŕıa del

Control Óptimo en la solución. El planteo de las ecuaciones en tiempo discreto

y su solución mediante Programación Dinámica podŕıa permitir mejorar la

visión de los saltos en las condiciones iniciales y las variables endógenas1.

4. Incertidumbre. Nuestro Modelo fue planteado y resuelto en condiciones de

certeza. Agregar el comportamiento bajo situaciones de incertidumbre podŕıa

ser un paso muy interesante para el desarrollo de la teoŕıa.

5. Precios. Hemos considerado en nuestro análisis una economı́a de precio único,

pero podŕıa estudiarse de qué manera influye el margen de ganancia (y la

apropiación del mismo), a partir de las influencias que impone la realidad

sobre esta variable. Lo que decimos es que, fijado un precio de venta en un

mercado (competitivo o no), habrá una serie de costos de acceso que pueden

ser de tipo económico (como el transporte, los términos de intercambio, etc.),

aśı como no económico (aranceles, barreras, etc), y que influyen directamente

en el margen de rentabilidad empresaria.

6. Cambio Tecnológico. Agregar el cambio tecnológico aśı como el crecimiento

I+D también será un factor enriquecedor del Modelo.

1/ Agradezco al Dr Damián Pierri haber señalado este punto durante el proceso de defensa de
la Tesis.
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7. Teoŕıa del Crecimiento Económico. Verificar el impacto del Mercado Meta en

la tasa de crecimiento de largo plazo y ver si arroja alguna explicación adicional

acerca del Residuo de Solow, puede ser una alternativa muy interesante.

8. Modelo de Equilibrio General. La teoŕıa de la ‘q’ de Tobin es un modelo de

equilibrio parcial, que ha sido incluido en estudios de equilibrio general como el

de (Blanchard, 1981b), entre otros. Incorporar la ‘q’ de Tobin con el Mercado

Meta en un modelo de equilibrio general podŕıa mejorar la estimación del

mismo y agregar nuevos criterios de análisis para algunos sucesos.

9. Estimación del tamaño del Mercado Meta. La aproximación al tamaño del Mer-

cado Meta mediante el GDP ha sido facilitada en gran medida por el tipo de

economı́a estudiada. En economı́as más pequeñas, o aquellas más vinculadas

al comercio internacional que dependan de otros factores, puede ser necesario

incluir una medición más precisa y ajustada del tamaño del Mercado Meta.

10. Nuevas Variables. Nuestra estimación ha resultado muy satisfactoria, pero es

posible que hubiera que estudiar si es necesario agregar otras variables que

resulten relevantes para el Modelo.

11. Cambios de Parámetros. Hemos visto las dificultades de medición que se pro-

ducen ante los cambios de parámetros en las economı́as a lo largo del tiempo.

Un estudio más pormenorizado al respecto podŕıa ser importante.

12. Mercado de Trabajo. Incorporar el funcionamiento del mercado laboral puede

permitir un mejor ajuste del modelo, en función de la inversión planeada y el

impacto de este costo de producción.

13. Efectos Impositivos. Hemos planteado nuestro Modelo sin impuestos ni sub-

sidios, y sabemos que ambos son muy relevantes a la hora de decidir una

inversión a largo plazo. Si bien su inclusión no debeŕıa alterar los resultados

cualitativos, la incorporación al Modelo lo enriqueceŕıa sustancialmente.

14. Desarrollo Económico. Hemos visto que el acceso y tamaño del mercado ob-

jetivo es importante para definir el monto de la inversión. Sabemos además

que la inversión es a su vez fundamental para determinar el crecimiento del
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producto y por lo tanto, el desarrollo económico. En este sentido, podŕıa es-

tudiarse el efecto que tiene en el desarrollo económico el tamaño del mercado

al que se tiene acceso.

15. Comercio Mundial. Relacionado con lo anterior, seŕıa útil estudiar las barreras

al comercio internacional y sus efectos, desde un punto de vista que incluya

el acceso al Mercado Meta como una variable también determinante de la

inversión.

16. Estimación Bayesiana. A partir de los buenos resultados emṕıricos obtenidos,

podŕıa resultar interesante realizar una estimación bayesiana del Modelo

II. Aplicaciones a la Teoŕıa Económica

Nuestro Modelo tiene aplicación directa en la teoŕıa económica, tanto desde lo teórico

como desde lo emṕırico, toda vez que completa, a nuestro entender, una teoŕıa que

no pod́ıa ser verificada adecuadamente en la práctica.

En este aspecto, la mejora en la explicación que se le da al modelo de la ‘q’ de Tobin

acerca de la inversión es directa. Hemos agregado el objetivo que tiene en mente

el empresario a la hora de invertir, calculando la cantidad de unidades producidas

que podrá vender y el beneficio neto que le brindará cada una, completando aśı el

modelo de Tobin.

De esta manera el inversor que maximiza su beneficio, verá cuál es el tamaño del

mercado potencial al cual puede servir, analizará cuál será el precio de acceso a

ese mercado y calculará el beneficio por cada unidad vendida. Si el flujo futuro de

ganancias descontadas es superior al monto a invertir, el empresario pasará al estad́ıo

siguiente, en el que verá cómo financiar la inversión.

Nuestro Modelo, al incorporar el tamaño del mercado expĺıcitamente, también brin-

da los elementos indispensables a la hora de obtener resultados emṕıricos. En este

sentido, la existencia de cointegración detectada para el caso de Estados Unidos

entre las variables del Modelo, se produjo a partir de incluir el Mercado Meta en las
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estimaciones econométricas. Esto a su vez, no sólo mejoró la bondad de ajuste, sino

que evitó la autocorrelación de los residuos de la regresión

III. Aplicaciones a la Poĺıtica Económica

El aporte de este Modelo a la poĺıtica económica también es importante. Si bien

puede ser poca su influencia en la poĺıtica monetaria, tiene mucho para aportar

sobre la poĺıtica fiscal, el desarrollo y el crecimiento económico.

Al saber que el tamaño del mercado es importante, tanto las aĺıcuotas impositivas

como los subsidios a la inversión debeŕıan enfocarse en no impedir el acceso al

mercado, a la vez de promover la ampliación del mismo.

Una poĺıtica de desarrollo económico, por ejemplo, debeŕıa contemplar la ampliación

de las posibilidades de venta de la producción, tanto con el desarrollo de mercados

externos de consumo como a través del acceso de los productores a los mercados

locales de consumo.

Lo hemos mencionado pero es bueno repetirlo, la infraestructura de transporte y

comunicaciones en general, puede ser un punto central en este aspecto. Si llegar

al mercado no es posible por efectos climáticos, o por excesivos costos loǵısticos,

los empresarios deberán realizar sus inversiones en la cercańıa de los mercados de

consumo Una poĺıtica de desarrollo equilibrado debeŕıa llevar a contemplar este

aspecto.

Pero si la producción fuera hacia la exportación, el acceso a los puertos de embarque

con costos competitivos también tendrá influencia, dado que como dijimos en nuestra

definición de Mercado Meta en la Sección I. A del Caṕıtulo 3 en la página 42,

el margen de ganancia empresaria deberá ser ‘adecuado’, y si los costos internos

reducen ese margen, pueden hacer desaparecer la oportunidad de inversión, con el

consecuente resultado en el resto de las variables económicas.

Un aspecto adicional que también podŕıa sostenerse en la necesidad de un mercado

interno lo más grande posible, es el de una poĺıtica de distribución del ingreso en ĺınea
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con aquellos segmentos de consumo que se quiera desarrollar. En otras palabras, si se

quiere impulsar el desarrollo de una actividad que debeŕıa apoyarse en el consumo

interno, ese impulso que le fuera a dar la poĺıtica económica mediante incentivos

de algún tipo, podŕıa estar alineado con la existencia del mercado al cual se está

apuntando, sea local o externo.

Finalmente, nuestro Modelo también muestra que podŕıa ser útil para actualizar las

poĺıticas de fomento del desarrollo que llevan adelante los organismos multilaterales

de crédito, toda vez que la sola asistencia crediticia pareciera ser insuficiente en páıses

subdesarrollados, por lo que podŕıa complementarse con la búsqueda de acceso a los

mercados de consumo mundiales.
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ANEXOS
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A

Anexo A: Conceptos Preliminares

A fin de evitar repetir en cada punto las caracteŕısticas teóricas que sustentan los
razonamientos aplicados, algo que volveŕıa tediosa la lectura tanto de aquel que
ya conoce la teoŕıa como de quienes quieren seguir el razonamiento intuitivo, he-
mos optado por agregar en este Caṕıtulo los principales conceptos teóricos con una
muy breve explicación de los mismos, y referencias bibliográficas para quien desee
profundizar su estudio.

I. Teoŕıa del Control Óptimo

La teoŕıa del Control Óptimo puede ser vista como una ampliación del Cálculo de
Variaciones, en la cual se permite abordar de manera más simple, la incorporación
de restricciones en las ecuaciones diferenciales involucradas, como puede ser por
ejemplo, la condición de no negatividad en la producción.

Con una potencia similar a la de la Programación Dinámica, que resulta más ade-
cuada para considerar problemas estocásticos con ecuaciones en tiempo discreto, el
Control Óptimo es más abarcativo al no requerir que el Optimal sea continuamente
diferenciable, que es el supuesto básico de la Programación dinámica1.

Asimismo, ambos métodos son distintos al enfrentar el problema (Intriligator, 1973),
ya que mientras la Programación Dinámica lleva a una ecuación diferencial parcial
no lineal, el Control Óptimo se resuelve mediante dos conjuntos de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. Además, el Principio del Máximo resulta ser en general más
productivo dado que divide la ecuación de Bellman en dos etapas, encontrando pri-
mero los controles óptimos en función de las variables de coestado, para luego hallar
las trayectorias temporales de estas últimas.

Por lo tanto, si bien en resoluciones numéricas la Programación Dinámica puede ser
preferible, en soluciones anaĺıticas el Principio del Máximo es generalmente más útil
(Intriligator, 1973), por lo que se ha preferido utilizar este enfoque en el desarrollo
de esta Tesis.

1/ Como veremos en breve, el Optimal es la función objetivo a maximizar.
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A. Principio del Máximo

El problema general de control (Intriligator, 1973) puede plantearse como :

Max
ut

F =
t1∫
to

fo(x,u,t)dt+ F (x1, t1)

ẋ = f(x,u,t)
x(to) = xo

x(t1) = x1

{u(t)} ∈ U

(A.1)

Siendo:
fo funcional objetivo a optimizar

F fo y f funciones continuas y diferenciables
x vector de variables de estado
u vector de variables de control

to, t1, xo, x1 parámetros dados
{u(t)} trayectoria de control
u(t) función continua a intervalos de tiempo, cuyos valores deben

pertenecer a Ω, un subconjunto dado de Reales no vaćıo y compacto
U conjunto de control

En forma vectorial, definimos la función hamiltoniana o el Hamiltoniano a secas, al
que denominaremos ‘H’, como:

H (x,u,p, t) ≡ pofo(x,u, t) + p f(x,u, t) (A.2)

O sea que el Hamiltoniano equivale a la suma del integrando del funcional objetivo
(fo) y el producto interno del vector de variables de coestado (p) por el vector
de funciones de tasas de variación de las variables de estado (f). Las condiciones
necesarias de Pontryagin para un máximo vienen dadas por:

máx{u∈Ω} H(x,u,p, t) ∀t, to ≤ t ≤ t1

ṗ = −∂H
∂x

to ≤ t ≤ t1

p(t1) =
∂F

∂x1

(A.3)

Cuando el funcional objetivo interpreta un valor económico como puede ser la fun-
ción de beneficios empresarios, y la variable de estado también tiene dimensión
económica (como la restricción de capital), entonces la variable de coestado ‘p’ to-
ma la forma de un precio sombra, que mide la variación marginal de los beneficios
óptimos que se generan desde ‘t’ hasta t1, producidos por la variación en el stock de
capital. En términos más amplios (y precisos), la variable de coestado mide la va-
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riación marginal que se produce en el funcional objetivo ante cambios en la variable
de estado

B. Principio del Máximo y Condiciones Suficientes para Ha-
miltoniano Valor Presente con Horizonte Infinito y Res-
tricciones Mixtas

Resulta razonable resumir las caracteŕısticas del Principio del Máximo para su apli-
cación en los casos que desarrollamos en esta Tesis. De esta manera, para la opti-
mización de funcionales objetivo que tienen tasa de actualización (o descuento), y
horizonte temporal infinito, podemos plantear 2 :

B.1. Planteo del Problema

Vamos a asumir que existe una función vectorial ‘u’ de controles u(t) = u1(t), ..., ur(t)
continua por partes que tiene asociado un vector x de funciones de estado x(t) =
x1(t), ..., xn(t), definidas en el intervalo de tiempo [to, t1], y que se cumplen las ‘Con-
diciones de Regularidad’ de las funciones fi .

En base a ello, vamos a considerar el Problema siguiente:

CU Optimot−→∞
∞∫
0

e−rt fo(xiτ , ujτ , τ)dτ con i = 1, ..., n ; j = 1, ..., r

Sujeto a :
ẋi(t) = fi(xit, ujt, t) xi(to) = xoi
uj(t) ε U, conjunto convexo en <n

hk(xit, ujt, t) ≥ 0 k = 1, ..., s

Condiciones de Transversalidad
ĺım
t−→∞

xi(t) = x1
i i = 1, ..., l

ĺımt−→∞xi(t) ≥ x1
i i = l + 1, ...,m

sin restricción cuando t −→∞ i = m+ 1, ..., n
(A.4)

Para obtener las condiciones necesarias, deberemos además computar la cualifica-
ción de las restricciones mixtas que apliquen a todo t ≥ 0. La cualificación es una
condición impuesta al rango de la matriz de derivadas parciales de las funciones de
restricción ‘hk’ con respecto a los controles ‘uj’, y se mide sobre aquellas que están
activas en cada par óptimo, formando dos grupos (uno identificado por ‘+’ y el otro
por ‘-’) para cada situación. Para ello definimos la matriz de derivadas ‘M̄’ como:

2/ Las condiciones de transversalidad en los problemas con horizonte infinito dejan de ser con-
dición necesaria al aplicar el Principio del Máximo, dado que ya no pueden derivarse del momento
final del peŕıodo (dado que t1 se convierte ahora en ∞). No obstante esto, la condición de trans-
versalidad mantiene un papel central como condición suficiente para la aplicación del Principio del
Máximo de Pontryagin (De la Fuente, 2000), página 577.
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M̄(t) =

[
∂hk(x

∗
t , u
∗
t , t)

∂uj

]
Las restricciones califican si la Matriz ‘M̄’ tiene un rango igual al número de res-
tricciones activas de su grupo, esto es, los rangos de M̄+(t) y M̄−(t) deben coincidir
con:

M̄+(t) =

[
∂hk(x

∗
t , u
∗
t+, t)

∂uj

]
= Número de restricciones activas

M̄−(t) =

[
∂hk(x

∗
t , u
∗
t−, t)

∂uj

]
= Número de restricciones activas (A.5)

El sentido de esta restricción es que los gradientes con respecto a los controles
‘u’ de todas las restricciones mixtas activas en un par óptimo, sean linealmente
independientes.

Para aplicar esta cualificación de las restricciones tenemos dos caminos:

buscamos todos los pares admisibles para los que no se cumple la cualifica-
ción de las restricciones en algún punto y luego verificamos las condiciones
necesarias y las de cualificación en los puntos que las cumplen; o bien

primero buscamos los pares admisibles en los que se cumplen las condiciones
necesarias y de ellos seleccionamos aquellos que cumplen la cualificación de
restricciones mixtas

Para el problema planteado en A.4 definimos el Hamiltoniano Valor Presente como:

H = pofo [xi(t), uj(t), t] +
n∑
i=1

qifi [xi(t), uj(t), t]

y el Lagrangiano Generalizado se forma sumando las restricciones mixtas ponderadas
por el multiplicador µk al Hamiltoniano, y será:

L = pofo [xi(t), uj(t), t] +
n∑
i=1

qifi [xi(t), uj(t), t] +
s∑

k=1

µkhk [xi(t), uj(t), t]

B.2. Condiciones Necesarias

Si las funciones fi(xit.ujt, t) y sus primeras derivadas parciales ∂fi
∂xi

son continuas

con respecto a las n+r+1 variables3, y las funciones hk(k = 1, ..., s) son funciones
continuas en (x, u, t) y sus derivadas ∂hk

∂xi
y ∂hk

∂ui
existen y son funciones continuas

de (x, u, t), entonces existirá un número fo, funciones vectoriales qi(t) y µk(t) todas

3/ No se requiere la diferenciabilidad con respecto a las variables de control ( ∂fi∂uj
) cuando se

cumplen las condiciones de suficiencia de Arrow, por lo que cuando u(t) es discontinua y la derivada
no existe, se producirá un ‘pliegue’
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con ĺımites laterales que se satisfacen cuando t1 −→ ∞ y además se cumple que
po 6= q1 y po = 0 ó po = 1, entonces se verifican las siguientes condiciones necesarias:

H(x∗it, u
∗
jt, qit, t) ≥ H(x∗it, ujt, qit, t) tal que hk(x

∗
it, ujt, t) > 0 ∀ uj

∂L∗(x∗t , u
∗
t , qt, µt, t)

∂u∗j
= 0 j = 1, ..., r

Holgura Complementaria
µk(t) ≥ 0 (= 0 si hk(x

∗
t , u
∗
t , t) > 0) k = 1, ..., s

q̇i(t) = rqi −
∂L∗(x∗it, u

∗
jt, qit, µkt, t)

∂xi
; i = 1, ..., n; para todo ‘t′

ẋi(t) = fi
[
x∗i , u

∗
j , t
]
, con x(0) = xo

(A.6)

B.3. Condiciones de Suficiencia para Optimalidad Convergente

B.3.1. Suficiencia de Mangasarian Si se verifica que:

H(x, u, q, t) es cóncava en (x, u) ∀t ≥ to
hk(x, u, t) es cuasicóncava en (x, u) ∀t ≥ to

y la Condición de Transversalidad
(inferior)

ĺım
t−→∞

q(t) [x(t)− x∗(t)] ≥ 0 para todos los estados admisibles x(t)

(A.7)
Y además,

1. Si existen funciones q(t), continuas por tramos y diferenciables con saltos en
los puntos τ , tal que to < τ1 < ... < τN

2. El conjunto de restricciones U es convexo,

3. Existen funciones continuas por tramos µ(t) que se satisfacen con po = 1,

4. Se cumplen las condiciones necesarias (A.6).

Entonces [ x*(t), u*(t) ] son CU-Optimales y no se requiere la cualificación de las
restricciones4.

B.3.2. Suficiencia de Arrow Las Condiciones Suficientes de Mangasarian para
un máximo requieren como punto central la concavidad del Hamiltoniano. Cuando
ello no sucede, se puede recurrir a las condiciones suficientes del tipo de Arrow que,

4/ Nótese como las Condiciones Terminales han pasado a ser suficientes, en lugar de necesarias
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con las mismas condiciones necesarias citadas en (A.6) y sin requerir la cuasiconca-
vidad en (x,u) de las restricciones mixtas, define el Hamiltoniano Maximizado como
:

Ĥ(x, q, t) = Max {H(x, u, q, t) : u ∈ U(x, t)} (A.8)

Donde U(x, t) = {u ∈ Rr : hk(x, u, t) ≥ 0, k = 1, ..., s}

También se define el conjunto A1(t) de la manera siguiente:

A1(t) = {x : para algún u, : hk(x, u, t) ≥ 0, k = 1, ..., s}

Ahora, si se verifican las cualificaciones de las restricciones (ya no para todo ‘t’ sino
para ‘casi todo t’, o sea v.e. t ∈ [to, t1]), y si el Hamiltoniano Maximizado coincide
con el que incorpora el control óptimo (vet), entonces se verifica que si A1(t) es

convexo, entonces Ĥ(x, q, t) es cóncavo y [ x*(t), u*(t) ] son CU-Optimales5.

Finalmente, notemos que también podemos aplicar esta condición suficiente cuando
sabemos que el Hamiltoniano es cóncavo en (x,u) y se verifican las condiciones
necesarias y la cualificación de las restricciones, sin necesidad de requerir que el
conjunto A1(t) sea convexo ni que las restricciones mixtas sean cuasicóncavas en
(x,u).

II. Algunos Aspectos de la ‘q’ de Tobin

A. El Crecimiento del Capital en el Modelo

La presentación más difundida de la ‘q’ de Tobin, que reproducimos a continuación,
plantea por parte del empresario la maximización de la función de valor de la empre-
sa, que viene representada por los beneficios futuros descontados y cuyas variables
pueden verse en el Cuadro A.1.

Maximizar

I(t), L(t)
0≤t≤∞

∫ ∞
0

e−r(t) 〈(1− τ) {[K(t), L(t)]− w L(t)} − (1− υ) I(t)〉 dt

(A.9)
sujeto a

K̇(t) = Ψ [I(t), K(t)]− δ K(t)
K(0) = K̄o

Al plantear la maximización de la ecuación A.9 es importante explicitar qué estamos
haciendo cuando aplicamos el Principio del Máximo. Es que lo que nos dirá la solu-
ción formal, en términos genéricos, es que si encontramos las trayectorias óptimas de
la inversión ‘I*(t)’ y de los insumos ‘L*(t)’, continuas a trozos, y la trayectoria ópti-
ma de la variable de estado ‘K*(t)’, entonces habrá una función vectorial continua
‘λ∗(t)’ que verifica las dos condiciones necesarias que vimos en el Punto anterior, y
cumple que la trayectoria del estado óptimo es función de los controles óptimos, o

5/ Ver (Seierstad and Sydsaeter, 1986), Sección 4.3
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Cuadro A.1: Variables y Parámetros de la ‘q’ de Tobin

Nombre Descripción

Variables

Ψ(t) = Costo de instalación de la inversión

Π(t) = Beneficio empresario

q(t) = ‘q’ de Tobin. Variable de coestado del Principio del
Máximo

q(t)Mg = ‘q’ de Tobin o marginal, no observable

q(t)Me = ‘q’ media, observable

w = Salario (fijo)

F [K(t), L(t)] = Función de Producción

I(t) = Flujo de inversión en capital nuevo

K(t) = Stock de capital f́ısico instalado

L(t) = Cantidad de mano de obra utilizada

P = Precio del producto de la empresa (=1)

P I = Precio de los bienes de capital (=1)

Y (t) = Producción agregada

Parámetros

δ = Tasa de depreciación

τ = Aĺıcuota del impuesto a las ganancias

υ = Aĺıcuota del subsidio a la inversión

V (0) = Valor de la firma representativa en el momento ce-
ro
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sea:

K̇(t)∗ = Ψ [I(t)∗, K(t)∗]− δ K(t)∗

Sin entrar en los detalles matemáticos, que no son el punto que queremos explicitar
ahora, podemos ver que estamos realizando una maximización de la función de
valor de la empresa (dada por su función de producción menos los costes asociados),
restringiendo la evolución de la formación del stock de capital al comportamiento
de una función de costos de inversión genérica.

Todo lo dicho está muy bien, pero nada impide en este planteo que el stock de
capital pueda crecer indefinidamente, ya que mientras cumpla con la restricción de
la función de costos de instalación, podŕıa incrementarse sin ĺımite, lo mismo que la
función de producción. Esto es lo que a nuestro entender seŕıa el motivo principal de
la falta de verificación emṕırica de la ecuación de la ‘q’ de Tobin, ya que en la realidad
económica, el empresario invierte siempre que espere obtener una ganancia, y eso
implica evaluar cuál será la cantidad de unidades vendidas del producto a producir,
y a qué precio.

Es por eso que decimos que el modelo de la ‘q’ de Tobin en realidad aplica suponiendo
que la decisión de inversión ya fue tomada, y por lo tanto se focaliza en la forma de
financiamiento de la misma (mediante la emisión de acciones o bonos, en términos
generales).

Bajo este enfoque, decir que el empresario sólo necesita conocer la ‘q’ para tomar
su decisión es correcto, ya que se refiere a la forma de financiar una decisión de
inversión que ya fue tomada.

Este es un punto neurálgico de la Tesis, ya que lo que vamos a realizar en el próximo
caṕıtulo es la inclusión de una restricción que limite ese potencial crecimiento sin
ĺımite del stock de capital, lo que va a servir para complementar el modelo de la ‘q’
de Tobin ampliando su concepto. Como veremos en el caṕıtulo subsiguiente, nuestra
complementación también va a permitir estimar econométricamente la relación de
inversión a capital (I/K), con mejor bondad de ajuste y menores problemas de
autocorrelación.

B. Indeterminación de la Función de Oferta

Un aspecto adicional que debemos notar, es que bajo los supuestos generalmente
aplicados en la teoŕıa de la ‘q’ de Tobin6, la función de beneficios no estará bien
definida y puede que no quede acotada. Esto es lo que hab́ıamos anticipado en
la Introducción (ver Sección III.B en la página 23), y se refiere a que el nivel de
producción podŕıa crecer indefinidamente, ya que cuanto más produce el empresario,
mayor será su beneficio.

6/ Esto es, función de producción y función de costos de ajuste de la inversión homogéneas de
primer grado, y economı́a competitiva.
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Podemos verificar esta afirmación, siguiendo a (Varian, 1980), y considerando una
función de producción con rendimientos constantes a escala, que verifica por lo tanto
que, para t ≥ 0 y un vector de factores de producción ‘x’:

f(tx) = t · x

La ecuación de beneficios vendrá representada por π = p · f(x) − w · x, donde ‘p’
es el precio del producto y w el vector de precios de los insumos. Supongamos que
encontramos un par óptimo (p, w) para el cual los beneficios son positivo, esto es:

p · f(x∗)−w · x∗ = π∗ > 0

Como hay competencia perfecta, el empresario puede vender todo lo que quiera
al precio de mercado, por lo que si aumenta su producción en un factor ‘t>0’,
aumentará su beneficio ya que:

p · f(t · x∗)−w · (t · x∗) = t · p · f(x∗)− t ·w · x∗ = t · π∗ > π∗

Si por alguna razón los beneficios en algún momento son nulos, la mejor decisión
del empresario será minimizar costos y, con esa modalidad limitará el nivel de pro-
ducción. No obstante ello, en ese caso la oferta del productor queda mal definida
y tampoco se logra optimizar el modelo. Podemos verlo utilizando la tecnoloǵıa de
producción de la función Cobb-Douglas, que nos permite tener rendimientos crecien-
tes, decrecientes o constantes según los valores de sus parámetros, y a la vez será la
función que utilizaremos más adelante cuando definamos nuestro Modelo ampliado.

Partimos por notar que si hay rendimientos constantes a escala, la función de costos
puede expresarse en términos intensivos como: c(w, y) = y · c(w, 1), donde llama-
mos ‘y ’ al nivel de producción. Para nuestro caso, llamando ‘A’ al factor de escala
tecnológica, esta función será7:

c(w, y) = A · c(w) · y( 1
a+b

)

La empresa maximizará su beneficio igualando a cero la primer derivada, o sea:

Max
(
py − A · c(w) · y( 1

a+b
)
)
⇒ ∂Max

∂y
= p− A

a+ b
c(w) · y( 1−a−b

a+b
) = 0

Despejando el valor de ‘y ’ de esta ecuación, encontramos la función de oferta del
producto, que entonces viene dada por:

y =

[
p

(a+ b)

A · c(w)

] a+b
1−a−b

(A.10)

La cual claramente no está definida cuando la función de producción es homogénea
de primer grado y tiene rendimientos constantes a escala, ya que a+b=1 y queda
indeterminado el denominador de la potencia. La función sólo estará bien defini-
da cuando haya rendimientos decrecientes a escala, ya que para a+b>1 también
presentará problemas.

7/ Véase (Varian, 1980)
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Tenemos entonces que aunque la empresa se encontrara con un nivel de beneficios
nulo, esto es π = 0, no tendŕıamos una solución estable dado que la función de oferta
no está definida y la ecuación de beneficios tampoco, ya que la misma vendrá dada
por:

π(p,w) = p ·
[
p

(a+ b)

A · c(w)

] a+b
1−a−b

− A · c(w)

[
p

(a+ b)

A · c(w)

] 1
1−a−b

(A.11)

A pesar de esta contradicción, como dijimos en la Introducción vamos a mantener
el supuesto de homogeneidad de las funciones de producción y de costo de ajuste,
debido a dos cuestiones:

1. Este supuesto nos permite utilizar la Proposición I de (Hayashi, 1982), que
asegura que la ‘q’ media es igual a la marginal.

2. A corto plazo la función de beneficios presenta rendimientos decrecientes.

En la Sección siguiente se incluye una demostración espećıfica de la Proposición I,
en la cual no se requiere que la empresa sea ‘precio aceptante’, pero antes de ello es
bueno aclarar por qué afirmamos que los rendimientos son decreciente a corto plazo.

Notemos que los rendimientos constantes a escala se producirán a largo plazo, pero en
el corto plazo al tener mercados de insumos competitivos en nuestra ecuación (A.9),
la función de beneficios tendŕıa rendimientos decrecientes debido a que el empleo
debeŕıa ajustar instantáneamente ante los cambios en la productividad marginal del
trabajo.

Dado que la función de costos de ajuste de la inversión es cóncava estricta sobre ‘K’,
el capital instalado permanecerá fijo en el corto plazo y como el insumo de mano de
obra se encuentra restando en la ecuación, habrá rendimientos decrecientes a corto
plazo.

III. Series de Tiempo

El andamiaje econométrico moderno contiene un apartado especial referido a las
series de tiempo, que si bien son observaciones o muestras de la realidad, contienen
particularidades que las vuelven espećıficas. Desarrollamos aqúı los fundamentos de
varias de las pruebas estad́ısticas que utilizamos en la Tesis a fin de evitar repetirlos
en diferentes Secciones.

A. Principales Pruebas Estad́ısticas

A.1. Heteroscedasticidad

La violación del cuarto supuesto nos lleva a que, al no ser constante la varianza, la
misma depende del tiempo. Lo importante para destacar es que los estimadores de
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los parámetros ya no serán de varianza mı́nima, aún cuando resulten insesgados

Para detectar la presencia de heteroscedasticidad en esta Tesis, emplearemos los
contrastes de White o de Breusch-Pagan-Godfrey

A.1.1. Contraste de White Se realiza una regresión que toma el cuadrado de
los residuos de MCO como variable dependiente y utiliza como variables explicativas
a las variables ‘xit’ del modelo, sus cuadrados y sus productos cruzados de dos en
dos.

Se acepta la hipótesis de Homoscedasticidad si se acepta la nulidad conjunta de
todos los parámetros (salvo la constante), aplicando un las prueba ‘F’.

A.1.2. Contraste de Breusch-Pagan-Godfrey La varianza de los residuos se
expresa como σ2 = h(az

′
i), siendo ‘h’ una función y ‘z’ el vector de las variables que

provocan la heteroscedasticidad. De esta manera, si se verifica que a=0, se concluye
que hay homoscedasticidad.

El contraste se realiza tomando el cuadrado de los residuos de la regresión divididos
por su media aritmética como variable dependiente y el vector ‘z’ con una constante
como regresores. Con esta regresión se construye el estad́ıstico ‘Q’ como la suma de
los cuadrados explicada sobre dos, el cual se verifica que tiene una distribución X 2

con k-1 grados de libertad (k=número de variables incluidas en ‘z’)

A.2. Autocorrelación

La hipótesis de ausencia de correlación serial entre los residuos de la regresión, viene
dada por la violación del quinto supuesto de Gauss-Markov (GM).

En presencia de autocorrelación, los estimadores MCO siguen siendo insesgados, pero
ya no son de varianza mı́nima, con lo que dejan de ser eficientes con relación a otros
estimadores y es posible que no sean los Mejores Estimadores Lineales Insesgados
(MELI), y las pruebas ‘t’, ‘F’ y X 2 pueden no ser válidas.

Para verificar autocorrelación aplicaremos tanto el análisis gráfico de los residuos,
como los estad́ısticos de Durbin-Watson (D-W) y el de Breusch-Godfrey

A.3. Error de Especificación del Modelo

La omisión de variables explicativas en un modelo econométrico lleva a estimadores
sesgados de los parámetros. En este sentido (Greene, 2000), si suponemos que la
especificación correcta de un modelo es por ejemplo y = β1X1 +β2X2 + ε y optamos
por estimarlo sin consderar la variable ”X2”, el estimador de β1 (que llamaremos
”b1”) resultará sesgado ya que:

b1 = (X
′

1X1)−1 ·X ′1y = β1 + (X
′

1X1)−1 ·X ′1X2β2 + (X
′

1X1)−1 ·X ′1ε
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Tomando la esperanza matemática vemos que ”b1.estará sesgado8, ya que:

E [b1] = β1 + (X
′

1X1)−1 ·X ′1X2β2

Por ello, consideramos que el Mercado Meta es una variable omitida en la especi-
ficación del modelo de la q de Tobin, y su inclusión es relevante para una mejor
estimación.

A.4. Estabilidad Estructural

La estimación de MCO asume que el vector de parámetros estimados es constante
(los β̂i), pero en los modelos de series de tiempo es común que se produzcan cambios
estructurales provocados por los shocks y modificaciones de poĺıticas que sufren las
economı́as. Por ello resulta necesario verificar la estabilidad estructural del modelo
estimado.

Esto es fácil de ver en forma teórica (Greene, 2000), considerando la diferencia que se
produce al estimar un modelo incompleto, frente al modelo completo. Supongamos
el caso siguiente:

Modelo Completo : Yt = bo + b1X1t + b2X2t + b3X3t + ut

Modelo Estimado : Yt = bo + b1X1t + b2X2t + vt

Si resulta que efectivamente el “Modelo Completo” es el que explica la realidad,
como en la estimación hemos obviado la variable X3, cuando realicemos la regresión
veremos que el término de error del Modelo Estimado será:

vt = b3X3t + ut

Lo cual claramente conforma un patrón sistemático de comportamiento, que provoca
la aparición de la falsa autocorrelación.

Para detectar cambios estructurales, generalmente se aplica el Método Recursivo y
los contrastes CUSUM y CUSUMQ que no requieren definir previamente la fecha
del cambio estructural.

A.4.1. Método Recursivo El cálculo se realiza mediante una primera estima-
ción de mı́nimos cuadrados con las primeras “k” observaciones, donde k=número
de variables, y a continuación se van realizando sucesivas regresiones añadiendo una
nueva observación a cada una de ellas, hasta llegar a incorporarlas a todas.

Se obtiene de esta forma una secuencia de vectores de los parámetros β̂t, β̂t+1, ..., β̂T ,
donde el sub́ındice “t” indica la cantidad de observaciones mientras que “T” expresa
la última observación, y cada uno de estos vectores verifica que:

β̂r = (X
′

rXr)
−1X

′

rYr

8/ A menos que X
′

1X2 = 0 o bien β2 = 0.
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Donde: Xr es la matriz de tamaño ‘r x r’ de regresores para las primeras ‘r’ observa-
ciones de la muestra, mientras que Yr es el vector de las primeras ‘r’ observaciones
de la variable dependiente9.

Utilizando los errores estándar de cada una de estas estimaciones, se grafican los
resultados de los residuos mostrando su evolución, y dado que si los parámetros
son constantes en las sucesivas estimaciones debeŕıan mostrarnos que los errores
estándar no difieren mucho unos con otros, los residuos recursivos debeŕıan oscilar
entonces muy próximos a cero.

A.4.2. Contrastes CUSUM y CUSUMQ Estos contrastes fueron desarro-
llados por (Brown and Evans, 1975), y se basan en un re-escalado de los residuos
recursivos recién descritos. Llamando wt a los residuos re-escalados, se verifica que
su distribución es Normal, wr ∼ N(0, σ2I), y son definidos como:

wr =
yr − x

′
rβt−1√

1 + x′r
(
X
′
r−1Xr−1

)−1
xr

=
er√

1 + x′r
(
X
′
r−1Xr−1

)−1
xr

; r = k+1, k+2, ..., k+T

El estad́ıstico CUSUM se define como:

Wt =
r=t∑

r=k+1

wr
σ̂

; con σ̂2 =

∑T
k+1 (wr − w̄)2

T − k − 1
y w̄ =

∑T
k+1wr

T − k

Donde ‘T’ es la cantidad total de observaciones de la muestra, SCRT =
∑T

k+1 (wr − w̄)2

es la suma de cuadrados de los residuos de toda la muestra y k es el número de
parámetros.

El CUSUMQ, por su parte, se basa en el cuadrado de los residuos recursivos, y su
estad́ıstico se define como:

St =

∑t
k+1w

2
r∑T

k+1w
2
r

A.5. Regresión Espúrea

Otro aspecto importante a destacar en este sentido, descubierto por Yule en 1926
y actualizado mediante simulaciones de Monte Carlo por (Granger and Newbold,
1974), es el de las regresiones espurias. Granger y Newbold consideraron dos rea-
lizaciones mediante 500 simulaciones de Monte Carlo de las caminatas aleatorias
descritas por:

yt = yt−1 + ut ut ∼ N(0, 1)
xt = xt−1 + vt vt ∼ N(0, 1)
xo = yo = 0

Estas series son no estacionarias, como puede verificarse, y no están correlacionadas
debido a fueron generadas aleatoriamente. Sin embargo, una regresión de yt sobre

9/ Hemos preferido utilizar la mayúscula para diferenciar estas variables que se van acumulando,
de las ‘x’ generales.
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xt arrojó un R2 = 0, 1044 y un D-W = 0,0121. El resultado de esta estimación, sin
embargo, no tiene mucho sentido ya que no hay ninguna relación que vincule a las
series10, es lo que se llama “Regresión Espúrea” o sin sentido, y se debe a que las
series no son estacionarias. A decir de (Granger and Newbold, 1974), R2 > D −W
es una buena regla para sospechar que una regresión es espúrea.

Aún cuando podŕıa parecer lo contrario, existen varias series de tiempo no estacio-
narias que son muy utilizadas en el análisis económico y financiero. Por citar solo
algunas, mencionaremos la caminata aleatoria (CA) que se utiliza para modelar el
precio de las acciones en una bolsa de comercio. La CA puede ser con o sin deriva
(esto es, sin término constante), o con deriva y desv́ıo.

Finalmente tenemos que mencionar al proceso estocástico estacionario puramente
aleatorio, también llamado ‘ruido blanco’, que tiene un valor medio nulo, varianza
constante (= σ2) y no está serialmente correlacionado. En general, consideramos que
los residuos de la regresión de MCO ‘ut’ son ruido blanco y están independiente e
idénticamente distribuidos como una distribución normal con media cero y varianza
constante. Esto lo reflejaremos como:

ut ∼ IID N(0, σ2)

B. Procesos Estocásticos Integrados

Un caso de mucho interés en econometŕıa, es el referido a los procesos estocásticos
no estacionarios, que tienen ráız unitaria. Podemos partir del modelo de caminata
aleatoria que ya mencionamos, caracterizándolo como:

yt = ρyt−1 + ut; con − 1 < ρ ≤ 1 (A.12)

Cuando ρ = 1 se trata de una caminata aleatoria sin deriva y tiene ‘ráız unitaria’,
y en el resto de los casos (cuando | ρ |< 1) es estacionaria.

En términos generales, un proceso no estacionario puede ser un caso particular
de los llamados Procesos Estocásticos Integrados, cuando al evaluarse en primeras
diferencias resulta estacionario. Acabamos de ver que la caminata aleatoria sin deriva
(ρ = 1) tiene ráız unitaria, pero cuando le aplicamos primeras diferencias se vuelve
estacionaria, siendo aśı un proceso estacionario en diferencias (PED), que puede
mostrarse como:

yt = yt−1 + ut ⇒ 4yt = (yt − yt−1) = ut

Sabemos que ut es estacionario, ya que lo definimos como ruido blanco, por lo que
cuando ρ = 1 el proceso en niveles tiene ráız unitaria, mientras que el proceso en
diferencias tiene ráız cero.

Formalmente, decimos que una serie de tiempo es Integrada de orden “d” si debe
diferenciarse ‘d’ veces para ser estacionaria. Esto lo denominamos ‘yt ∼ I(d)’. La

10/ Recordemos que fueron construidas como caminatas aleatorias.
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caminata aleatoria con ρ = 1 resulta ser ‘I(1)’ entonces, mientras que su primera
diferencia es ‘I(0)’.

La gran mayoŕıa de series de tiempo económicas se comportan como I(1), por lo que
vamos a detallar cuales son sus propiedades, siguiendo a (Gujarati, 2010):

1) Si xt ∼ I(0) y yt ∼ I(1) ⇒ zt = xt + yt ∼ I(1)
2) Si xt ∼ I(d) ⇒ zt = (a+ bxt) ∼ I(d) a y b = constantes
3) Si xt ∼ I(d1) y yt ∼ I(d2) ⇒ zt = (axt + byt) ∼ I(d2) d1 < d2

4) Si xt ∼ I(d) y yt ∼ I(d) ⇒ zt = (axt + byt) ∼ I(d∗) d∗ ≤ d
(A.13)

Es muy importante notar en primer lugar que la combinación de series de diferente
orden de integración nos llevará a estimadores de los parámetros que convergen a
cero, aún en muestras pequeñas (Maddala and Kim, 1998). En un modelo de dos
variables, yt = β1 + β2xt + ut el estimador por MCO será:

β̂2 =

∑
[(xt − x̄)(yt − ȳ)]∑

(xt − x̄)2

Si xt es una serie no estacionaria, su varianza se incrementará indefinidamente y
dominará el resultado del estimador del parámetro, haciendo que tienda a cero
asintóticamente, sin que β̂2 tenga una distribución asintótica.

La segunda cuestión importante a observar, es el cuarto punto de A.13, que nos dice
que dos series que tienen el mismo orden de integración, pueden resultar integradas
de un orden inferior gracias a una combinación lineal de parámetros. Como veremos
más adelante, esto es lo que se llama Cointegración de las series.

C. Pruebas de Estacionariedad

Demostrada la importancia de la estacionariedad para el análisis de series de tiempo,
vamos a ver ahora las diferentes pruebas desarrolladas para detectarla.

En primer lugar mencionamos el análisis gráfico de las Funciones de Autocorrelación
y la Correlación Parcial. El denominado ‘Correlograma’ de la serie nos muestra las
funciones en cada peŕıodo y nos permite observar el comportamiento del proceso
estocástico. No vamos a entrar en detalles que, además de conocidos, pueden verse
en cualquier manual de econometŕıa 11. Mencionaremos sin embargo el ‘Estad́ıstico
Q’ desarrollado por Box y Pierce que prueba la significatividad conjunta de todos
los coeficientes de autocorrelación muestral ρ̂ hasta el rezago ‘k’, y cuya fórmula
viene dada por

Q = n
m∑
k=1

ρ̂2

Donde n = tamaño de la muestra y m = longitud del rezago. Una variante del ‘Q’,
y que funciona mejor con muestras pequeñas (es estad́ısticamente más potente), es

11/ pueden consultarse entre otros: (Gujarati, 2010), (Davidson et al., 2004), (Enders, 2008),
(Greene, 2000), (Hayashi, 2000), etc.
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el estad́ıstico de Ljung-Box (LB) que se define como12:

LB = n(n+ 2)
m∑
k=1

(
ρ̂2

n− k

)
∼ X 2

m

C.1. Prueba de Phillips-Perron (PP)

La prueba aumentada de Dickey y Fuller no requiere que los residuos de la regresión
sean ruido blanco, pero śı necesita que el término de error de la ecuación aumentada
lo sea. Para evitarlo, Phillips y Perron desarrollaron un las prueba no paramétrico
que admite autocorrelación de las perturbaciones. Al ser tan general, los las prueba
DF y ADF resultan ser casos particulares de la prueba de PP, que es el mayormente
utilizado en esta Tesis.

El estad́ıstico considera que el proceso generador de datos es similar al aplicado en
ADF, pero no requiere que los residuos sean necesariamente ruido blanco, aunque fija
condiciones generales que deben cumplir los mismos. Estas condiciones, que permiten
que los residuos sean un ARMA o un proceso heteroscedástico, por ejemplo, vienen
dadas por:

E(ut) = 0 ∀t
Supt E|ut|2β < ∞ para β > 2

T −→∞ ⇒ σ2 = ĺımE[
S2
T

T
] existe y σ2 > 0 ST = u1 + ...+ uT

ut tiene αm / satisfacen
∑∞

m=1 α
1−2/β
m <∞

(A.14)

De esta manera, el método estima el estad́ıstico de Dickey y Fuller (DF) no aumen-
tado, y modifica los ratios ‘t’ mediante los coeficientes ‘α’, a fin de que la correlación
serial no afecte la distribución asintótica de la prueba (EViews, 2009). El estad́ıstico,
que denominaremos t̄α, se distribuye mediante:

t̄α = tα

√
γo
fo
− Tα(fo − γo) [se(α̂)]

2s
√
fo

Donde α̂ es el valor de α que se estima
Tα Valor de tabla ‘t’ de “α”
se(α̂) Error estándar de α

s Error estándar de la regresión

γo ( (T−k)s2

T
) Estimador del error en la varianza, k=Nº de regresores

fo estimador del espectro residual en la frecuencia cero
(A.15)

La distribución asintótica de PP es la misma que la utilizada en los las prueba
de Dickey y Fuller, y en general se utilizan los valores tabulados por (MacKinnon,
2010), en su versión del año 199113.

12/ Tanto el Q como el LB no son apropiados en aquellos modelos en los que la variable depen-
diente está rezagada, bajo los mismos argumentos que se aplican en la prueba de Durbin-Watson
(Maddala and Kim, 1998)

13/ Información complementaria puede ser vista en (Davidson et al., 2004)
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D. Modelo de Corrección de Errores - ECM

El Mecanismo o Modelo de Corrección de Errores parte del Teorema de Represen-
tación de Granger que dice que para todo conjunto de variables I(1), el Modelo de
Corrección de Errores y la Cointegración son representaciones equivalentes. Esto
por supuesto nos lleva a que si dos variables están cointegradas, la relación entre las
mismas se puede expresar mediante un Modelo de Corrección de Errores (ECM).

Si las variable están cointegradas, los residuos de la regresión pueden entonces usarse
para construir el ECM, partiendo de que los procesos yt y xt son C(1,1). Si nuestro
modelo original sigue siendo

yt = βo + β1xt + ut (A.16)

y ahora aplicamos primeras diferencias en ambos términos de nuestra ecuación y
recordamos por que ∆ût = a1ût−1 + εt. tendremos:

∆yt = αo + α1∆xt + α2∆ut

∆yt = αo + α1∆xt + α2(yt−1 − β1xt−1) + εt

Donde hemos utilizado ut = yt−1 − βo − β1xt−1 y subsumimos el βo dentro del αo.
En nada cambia el concepto si renumeramos los parámetros ‘α’ y agregamos rezagos
de las variables involucradas para coincidir con la bibliograf́ıa, lo que nos permitirá
expresar en términos generales el Modelo de Corrección de Errores con dos variables
como (Enders, 2008):

∆yt = α1 + αy(yt−1 − β1xt−1) +
∑
i=1

a11(i)∆yt−i +
∑
i=1

a12(i)∆xt−i + εyt

∆xt = α2 + αx(yt−1 − β1xt−1) +
∑
i=1

a21(i)∆yt−i +
∑
i=1

a22(i)∆xt−i + εxt (A.17)

Donde β1 es el parámetro del vector de cointegración en (A.16)
εyt y εxt son errores ruido blanco (que pueden estar correlacionados)
αy y αx velocidad de ajuste
αi son todos parámetros

aij(i) son todos parámetros

(Engle and Granger, 1987) demuestran que la magnitud de los residuos estimados en
la regresión de cointegración, equivale a la desviación del corto plazo con respecto al
largo (y viceversa), por lo que proponen utilizarlos como reemplazo de yt−1−β1xt−1

y estimar el Modelo de Corrección de Errores como:

∆yt = α1 + αyût−1 +
∑

i=1 a11(i)∆yt−i +
∑

i=1 a12(i)∆xt−i + εyt
∆xt = α2 + αxût−1 +

∑
i=1 a21(i)∆yt−i +

∑
i=1 a22(i)∆xt−i + εxt

(A.18)

Estas ecuaciones representan Vectores Autoregresivos, y pueden ser estimados con
la misma metodoloǵıa general empleada en los mismos, por lo que MCO es un esti-
mador eficiente y como ambas ecuaciones son estacionarias, las prueba estad́ısticos
también son apropiados para el análisis.
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Generalicemos ahora a ‘n’ variables siguiendo a (Enders, 2008) de manera que,
tomando la ecuación de xt:

xt = A1xt−1 + εt

∆xt = A1xt−1 − xt−1 + εt = (A1 − I)xt−1 + εt ⇒

∆xt = πxt−1 + εt (A.19)

Donde xt vector de dimensión (n · 1) = (x1t, x2t, ..., xnt)
′

εt vector de dimensión (n · 1) = (ε1t, ε2t, ..., εnt)
′

A1 es una matriz de parámetros de dimensión(n · n)
I es la matriz identidad de dimensión (n · n)
π la definimos como (A1 − I)

El rango que tenga la matriz ‘π = (A1 − I)’ nos dirá la cantidad de vectores coin-
tegrados que hay en el modelo (Johansen, 1988). Por ejemplo, si π tuviera todos
parámetros iguales a cero, su rango también seŕıa nulo y no podrá haber ninguna
combinación lineal que produzca la cointegración. En este caso la ecuación A.19 se
convierte en ∆xt = εt que es un Vector Autorregresivo (VAR) en primeras diferencias
y todos los procesos {xit} tienen ráız unitaria.

En el caso contrario, cuando π es de rango completo [rango(π) = r = n], la solución
de A.19 vendrá dada por ‘n’ ecuaciones independientes que resultarán estacionarias
y, por lo tanto, tampoco podrán estar cointegradas, ya que son I(0) en lugar de I(1).

El caso intermedio, cuando rango(π) = r < n, es el de mayor interés, dado que
habrá ‘r’ vectores independientes que podrán estar cointegrados. Si suponemos que
el rango es uno, por ejemplo, habrá un vector cointegrado representado por alguna de
las filas de la matriz π, y cada una de las secuencias {xit} puede entonces escribirse en
términos del Modelo de Corrección de Errores. Si suponemos que elegimos desarrollar
x1t, tendŕıamos:

∆x1t = π11x1t−1 + π12x2t−1 + ...+ π1nxnt−1 + ε1t

Para ver la similitud con (A.17), podemos normalizar la ecuación con respecto a
x1t−1 dividiendo por π11 (que será = α) y definiendo β1j =

π1j

π11
, obteniendo:

∆x1t = α (x1t−1 + β12x2t−1 + ...+ β1nxnt−1) + ε1t (A.20)

En el largo plazo {x1t} deberá satisfacer la relación x1t−1 +β12x2t−1 + ...+β1nxnt−1 =
0. El vector de cointegración normalizado vendrá dado por (1, β12, β13, ..., β1n), mien-
tras que la velocidad de ajuste entre el corto y el largo plazo, vendrá dada por el
parámetro ‘α’.

E. Test de Ĺımites

Para enfrentar el problema de variables con distinto orden de integración, (Pesaran
and Smith, 2001) desarrollaron la prueba de ĺımites (o ‘Bound Test’ en inglés) que
admite no sólo series de diferente orden de integración, sino que tampoco requiere
establecer a priori si las series son estacionarias en tendencia o en diferencias.
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Figura A.1: Test de Ĺımites

La prueba se basa en los valores de los estad́ısticos ‘F’ y ‘t’ obtenidos en la regresión
de MCO, pero los valores ĺımite han sido calculados por los autores en su art́ıculo,
mediante una distribución asintótica de los mismos, con la particularidad de que el
mecanismo de aceptación o rechazo es, en alguna medida, parecido al utilizado en
la prueba de correlación de Durbin-Watson, con valor mı́nimo y máximo que deja
una zona de duda.

De esta forma, las tablas publicadas en (Pesaran and Smith, 2001) fijan los valores
ĺımites para dos escenarios posibles: (i) todas las series son I(1) o, (ii) todas las
series son I(0). La hipótesis nula es Ho: No hay cointegración, que resulta aceptada
cuando el valor del estad́ıstico ‘F’ es inferior al valor de tabla de I(0). Por el con-
trario, se acepta que las variables están cointegradas si el valor del estad́ıstico ‘F’ es
superior al valor de tabla de I(1). Cuando el estad́ıstico ‘F’ queda entre los valores
tabulados para I(0) e I(1), la prueba queda en zona de duda y no acepta ni rechaza
la cointegración.

El criterio de selección mediante el estad́ıstico ‘t’ es similar, con nuevas tablas que
dan los valores para cuando todas las series son I(1) y para cuando todas son I(0).
Si el estad́ıstico es menor que I(0) no hay cointegración, y si es mayor que I(1)
hay cointegración. En los valores intermedios, de nuevo, hay una zona de duda. Un
inconveniente adicional que se produce muchas veces, es que el estad́ıstico ‘F’ acepta
Ho, mientras que el ‘t’ la rechaza (o cuando rechaza ‘F’ y acepta ‘t’). Tampoco está
claro cómo proceder en esos casos.

F. Causalidad y Exogeneidad

Dos puntos adicionales a considerar son los referidos a la causalidad en el sentido
de Granger y la tipoloǵıa de la exogeneidad según (Engle and Richard, 1983).

Es interesante recordar lo indicado por (Maddala and Kim, 1998) acerca de la cau-
salidad en sentido de Granger, al indicar que una palabra más precisa para definir
el concepto hubiera sido ‘precedencia’, pero se usó causalidad y generó muchas acla-
raciones y eqúıvocos. Es muy ilustrativo al respecto el ejemplo que nos brindan, al
decir que “Granger causality implies is the statement: The weatherman’s prediction
about rain (Granger) causes the rain”14.

Sabemos por el Teorema de Representación de Granger que cuando dos variables
I(1) están cointegradas, una debe causar la otra o viceversa. Sin embargo para poder
estimar una ecuación de forma condicional (Yt = E(Y/X) + ε), necesitamos que las

14/ La cursiva (y todo el doble entrecomillado), es de (Maddala and Kim, 1998), página 189.
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variables explicativas sean exógenas débil

La importancia del punto radica en que buscamos estimar solo la ecuación de To-
bin y para poder hacer un modelo condicional de ‘Y’ en ‘X’ (esto es, para hacer
inferencia estad́ıstica), será necesario que el vector ‘X’ esté compuesto por variables
exógenas débil. Lo que sucede es que la estimación de un Modelo de Corrección de
Errores enfrenta dos problemas básicos: simultaneidad e identificación. La primera
se resuelve gracias a la causalidad que genera la cointegración, y la segunda mediante
la exogeneidad débil de las variables explicativas15. Debemos por lo tanto precisar
estos conceptos que son aplicados intensivamente en el Caṕıtulo 3.

F.1. Causalidad

La primera cuestión vinculada a esta Tesis que debemos explicitar, está referida a
la relación que hay entre causalidad y cointegración. De acuerdo con la discusión
dada en (Granger, 1988) y siguiendo a (Maddala and Kim, 1998), podemos concluir
que la cointegración está relacionada con el equilibrio de largo plazo, mientras que
la causalidad en el sentido de Granger se vincula con las previsiones a corto pla-
zo. No obstante, ambos conceptos pueden ser considerados a través del Modelo de
Corrección de Errores.

Pero notemos en primer término que la causalidad en sentido de Granger no podrá
ser verificada utilizando la prueba ‘F’ cuando hay cointegración ya que las series no
son estacionarias. Para ver el motivo, supongamos que el rango de la matriz π es
nulo, entonces:

∆xt =

p−1∑
i=1

πi∆xt−i + εt

Se convierte en un vector autorregresivo que es estacionario. Recordemos que la
prueba de Granger se aplica a variables estacionarias. Cuando las variables están
cointegradas, la prueba de causalidad involucra valores de ‘π’, multiplicando los
coeficientes por variables no estacionarias, lo cual no resulta correcto para aplicar
la prueba ‘F’ que utiliza la prueba de Granger. Por razones similares, tampoco debe
aplicarse la prueba de causalidad conjunta, basado en la X 2.

Cuando las variables de un modelo se encuentran cointegradas, la causalidad en el
sentido de Granger debe reinterpretarse debido a que el sistema responderá en el
corto plazo a las desviaciones del equilibrio de largo plazo. Además, es posible que
una (o más) de las variables del modelo respondan en el corto plazo y otras no.
Cuando esto sucede, el parámetro de la velocidad de ajuste de esa variable [αx ó αy
en la ecuación (A.17)] será nulo16. En este caso, la variable correspondiente será
‘exógena débil’, debido a que no provoca efecto alguno en la corrección del error.

Es por ello que, para que se verifique causalidad en sentido de Granger, la variable
deberá cumplir las dos condiciones siguientes:

15/ Ver (Enders, 2008) Caṕıtulo 6 para mayores detalles.
16/ O en términos más precisos, no resultará significativamente distinto de cero en términos

estad́ısticos
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1. En la ecuación de largo plazo, el parámetro de velocidad de ajuste [el valor
αx o αy en (A.17) en la página 144], además de ser negativo deberá ser es-
tad́ısticamente significativo. En caso de resultar aśı, habrá causalidad en el
sentido de Granger del conjunto de las variables del modelo de largo plazo
hacia la variable dependiente.

2. En el Modelo de Corrección de Errores calculado para el corto plazo, los
parámetros estimados de los valores rezagados [ esto es, todos los rezagos de
la variable ‘xj’ correspondientes al término

∑
i=1 a12(i)∆xj,t−i en la ecuación

(A.17) en la página 144 ] deberán verificar significatividad conjunta (por el
test de Wald, por ejemplo). En ese caso habrá en el corto plazo causalidad en
el sentido de Granger de la variable en cuestión (la ‘xj’ verificada) hacia la
variable dependiente ‘yt’. Cuando los valores del parámetro estimados en sus
sucesivos retardos no fueran significativos en forma conjunta, esta variable ‘xj’
resultará ser exógena débil y podrá realizarse la estimación de ‘yt’ en forma
condicionada a la variable ‘xj’ .17

F.2. Exogeneidad

Es común en economı́a distinguir entre la variable endógena o dependiente en un
modelo uniecuacional (la ‘Y’), de las variables exógenas o explicativas (las ‘Xi’). Sin
embargo, ¿qué tipo de relación existe entre unas y otras con la causalidad?.

Vamos a distinguir, siguiendo a (Engle and Richard, 1983), los tres tipos que pueden
existir18:

1. Exógena Débil: Es lo único que se requiere para la estimación y la inferencia
econométrica. ‘Xt’ será exógena débil si en una regresión de Yt = β0+β1Xt+εt,
la variable Yt no explica la existencia de Xt. En este caso el modelo puede
estimarse condicional a ‘X’, o sea Yt = E(Y/X) + ε = β0 + β1Xt + εt.

La causalidad en sentido de Granger no es necesaria ni suficiente para verificar
que ‘X’ es exógena débil.

2. Exógena Fuerte: Es necesaria para realizar predicciones con el modelo. ‘Xt’
será fuertemente exógena si además de ser exógena débil los valores de ‘Y’
actuales y rezagados no la explican. Esto significa que no existe una relación
de realimentación entre ellas.

La causalidad en sentido de Granger es necesaria (pero no suficiente) para
verificar la exogeneidad fuerte de ‘X’.

3. Super Exógena: Debe estar presente cuando se busca analizar poĺıticas. ‘Xt’
será super exógena si, además de ser exógena débil los parámetros de la regre-
sión no cambian aunque cambien los valores de ‘X’.

17/ Agradezco a la Dra. Garegnani, Jurado de esta Tesis, haberme señalado la distinción entre
causalidad y exogeneidad débil.

18/ Por simplicidad, explicamos cada caso utilizando un modelo con solo dos variables: ‘X’ e ‘Y’.
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B

Anexo B: Comprobaciones
Algebraicas del Modelo Ampliado

I. Mercado Meta

A. Condiciones suficientes en el Mercado Meta

Comprobemos en primer término que se cumplan las condiciones de suficiencia de
Mangasarian (Cerdá, 2001), que requieren que el Hamiltoniano en el máximo sea
cóncavo en (N, M) para ’λ’ y ’t’ dados. Como el Hamiltoniano es una suma de
funciones1, y sabemos que una suma de funciones cóncavas es también una función
cóncava, podemos analizar cada término por separado. Como vemos que en la se-
gunda parte de 2.5 las funciones del segundo término son lineales y por lo tanto
cóncavas, si el primer término resulta también cóncavo, todo el Hamiltoniano lo
será.

Debemos comprobar entonces que la matriz Hessiana de la función de utilidad de
sustitución constante sea definida negativa o semidefinida negativa, para lo cual
calculamos las derivadas primeras y segundas:

∂H(t)

∂M(t)
=

(1− 1
σ̄
) M(t)1− 1

σ̄
−1

1− 1
σ̄

= M(t)−
1
σ̄ y

∂2H(t)

∂M(t)2
= (− 1

σ̄
) M(t)−

1
σ̄
−1

∂H(t)

∂N(t)
= 0; por lo que

∂2H
∂N2

=
∂2H

∂N ∂M
=

∂2H
∂M ∂N

= 0

Y la matriz Hessiana será:

H =

[
(− 1

σ̄
) M(t)−

1
σ̄
−1 0

0 0

]
= 0

1/ Recordemos que de acuerdo con la ecuación A.2 el Hamiltoniano responde a H = pofo+pifi
en forma vectorial.
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Vemos que, teniendo en cuenta que definimos σ̄ > 0, el signo del primer (y único)
menor principal ĺıder resulta negativo y al multiplicarlo por ‘(−1)i’ con i=1 tenemos

(−1)i Hi = (−1)1

(− 1

σ̄
)︸ ︷︷ ︸

<0

M(t)−
1
σ̄
−2

 > 0

El segundo menor principal es el Hessiano completo, que hemos visto que es igual a
cero, por lo que la forma cuadrática asociada a la matriz Hessiana es semidefinida
negativa y por lo tanto la función de utilidad es cóncava en (N,M).

signo de |H1| > 0

H2 = 0

⇒ semidefinida negativa⇒ cóncava

y como los restantes términos del Hamiltoniano son funciones lineales (o sea, cónca-
vas y convexas a la vez), el Hamiltoniano es cóncavo y se cumplen las condiciones
de suficiencia de tipo Mangasarian para un máximo.

B. Condiciones Necesarias

La primer condición necesaria del máximo de Pontryagin viene dada por:

M(t)∗ = arg max H (M,N, λ, t) ⇒ ∂H(t)

∂M(t)
= M(t)−

1
σ̄ − λ(t) = 0 (B.1)

Lo cual nos indica que el individuo equilibra los beneficios de consumir ahora con el
costo de oportunidad del consumo futuro, representado por la variable de coestado
λ que, en el contexto de nuestro caso, se interpreta como el precio sombra de una
unidad adicional de riqueza financiera.

La siguiente ecuación del Principio del Máximo viene dada por2:

−∂H(t)

∂N(t)
= λ̇(t)− β̄λ(t) ⇒ λ̇(t)

λ(t)
+ r(t) = β̄ + n̄ (B.2)

Lo que nos está diciendo que la suma de la tasa subjetiva ‘β̄’ a la que el consumidor
descuenta su utilidad futura más la tasa de crecimiento de la población ‘n̄’, deben

igualarse a la tasa de ganancias de capital (representada por λ̇
λ
) más la renta por

intereses ‘r(t)’. O sea que el individuo deberá sentirse indiferente entre tener una
unidad más de riqueza financiera o consumirla hoy.

Podemos unir estos dos resultados en una sola ecuación diferencial que describa
la trayectoria temporal del consumo en el Mercado Meta. Si tomamos logaritmos

2/ Hemos verificado en la ecuación (2.4) en la página 46 que como la función de utilidad es
cuasilineal, “Mt”no depende del numerario “N”. Por ello, al calcular la derivada el valor resultante
es cero, que se omite.
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en ambos términos de la primera y derivamos con respecto al tiempo podremos

reemplazar luego λ̇
λ

en la segunda. De (B.1) tenemos que:

M(t)−
1
σ̄ − λ(t) = 0 ⇒ |ln(.) −

1

σ̄
ln [M(t)] = ln [λ(t)] ⇒

⇒| d
dt
− 1

σ̄

Ṁ(t)

M(t)
=
λ̇(t)

λ(t)

Y ahora utilizando (B.2),

λ̇(t)

λ(t)
+ r(t) = β̄ + n̄⇒ − 1

σ̄

Ṁ(t)

M(t)
+ r(t) = β̄ + n̄⇒ Ṁ(t)

M(t)
= σ̄

[
r(t)− β̄ − n̄

]
Que es la ecuación de Euler para el consumo en el Mercado Meta, indicada en (2.6)
en la página 47. O sea que el crecimiento del consumo per cápita en el Mercado Meta
será igual a la elasticidad intertemporal de sustitución multiplicada por la diferencia
entre la tasa de interés de mercado y la tasa subjetiva de descuento del individuo más
el crecimiento de la población. Se ve aqúı claramente como cuanto más impaciente
sea el individuo, mayor deberá ser la tasa de interés para contenerlo. A la inversa,
los consumidores menos impacientes serán más ahorradores lo que provocará que la
tasa de crecimiento del consumo per cápita aumente más rápido. Asimismo, cuanto
mayor sea la elasticidad de sustitución (σ̄), mayor será el crecimiento del consumo
per cápita.

Resumiendo estos resultados parciales, podemos establecer, para ’r’ e ’Y’ dados,
la senda óptima del consumo y de los activos financieros mediante la ecuación de
movimiento de la restricción presupuestaria (2.3) y la ecuación del consumo (2.6),
más las condiciones de transversalidad:

Ṁ(t) = σ̄M(t)
[
r(t)− β̄ − n̄

]
˙N(t) = [r(t)− n̄]N(t) + Y (t)−M(t)

ĺım
t→∞

N(t) e−β̄t ≥ 0 ĺım
t→∞

N(t) λ(t) e−β̄t = 0
(B.3)

C. Soluciones Espećıficas

Debemos entonces encontrar las soluciones de las ecuaciones diferenciales (2.3) y
(2.6), y aplicarles las condiciones de transversalidad.

Notemos en primer lugar que ambas ecuaciones son diferenciales ordinarias lineales
de primer orden, cuya solución general puede plantearse como (Zill and Cullen,
2009):

Si : ẋt + u(t)xt = w(t) ⇒ x(t) = e−
∫ t
0 u(s)ds

(
Cte.+

∫ t

0

w(τ)e
∫ t
0 u(s)dsdτ

)
(B.4)
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C.1. Condiciones de Transversalidad

Vamos a verificar que se cumplan las condiciones de transversalidad, que en este caso
impiden que el individuo se endeude permanentemente para consumir (no juego de
Ponzi). Podemos adecuar la primera parte de (B.3), despejando N(t) de la ecuación
de movimiento de la restricción presupuestaria. Si Resolvemos la ecuación diferencial
(2.3), considerando que u(t) = − [r(t)− n̄] y que w(t) = Y (t)−M(t). Tendremos
entonces:

N(t) = e
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds

[
N̄0 +

∫ t
0
e−

∫ t
0 [r(s)−n̄]ds(Y (s)−M(s))ds

]
⇒

N(t) e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds = N̄0 +

∫ t
0
e−

∫ t
0 [r(s)−n̄]ds [Y (s)−M(s)] ds

(B.5)
Lo cual nos indica que el valor del numerario del individuo en el momento ’t’,
descontado al momento cero, es igual a la dotación inicial más el valor de los ahorros
futuros acumulados, descontados también al momento cero.

ĺım
t→∞

N(t) e−β̄t = ĺım
t→∞

{[
N̄0 +

∫ t

0

e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds [Y (s)−M(s)] ds

]
e
∫ t
0 (r(s)−n̄)ds

}
e−β̄t

(B.6)
Vemos que para que este ĺımite no sea negativo (≥ 0), la ecuación dentro del corchete
debe ser positiva, o sea que podemos plantear que:

N̄0 +

∫ ∞
0

e−
∫ t
0 [r(s)−β̄−n̄]ds Y (s) ds︸ ︷︷ ︸

=Ȳo

−
∫ ∞

0

e−
∫ t
0 [r(s)−β̄−n̄]ds M(s) ds︸ ︷︷ ︸

=M̄o

≡

≡ [N̄0 + Ȳ0]− M̄0 ≥ 0 (B.7)

Donde Ȳ0 y M̄0 representan el valor presente en el momento cero del flujo de los
ingresos y del consumo en el Mercado Meta respectivamente. Por lo tanto, la primera
condición de transversalidad en (B.3) puede expresarse como:

M̄0 ≡
∫ ∞

0

e−
∫ t
0 [r(s)−β̄−n̄]ds M(s) ds ≤ N̄0 + Ȳ0 (B.8)

Esta restricción se cumplirá con igualdad gracias al comportamiento maximizador
del individuo y, en nuestro caso, implica que el consumidor nunca estará saciado.
También nos dice que el flujo de consumo no puede superar la dotación inicial del
numerario más los ingresos.

C.2. Restricción Presupuestaria

Podemos ver ahora la siguiente condición de transversalidad de (B.3), utilizando el
valor de λ(t) despejado de la primera condición del Principio del Máximo en (B.1)
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y el valor de ‘M(t)’ hallado en (B.10), de la siguiente forma:

λ(t) = M(t)− 1
σ̄

y M(t) = M̄0 e
∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]ds

por lo tanto ⇒ λ(t) =
[
M̄0 e

∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]ds

]− 1
σ̄

=

= M̄
− 1
σ̄

0 e−
σ̄
σ̄

∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]ds ⇒ ⇒ λ(t) = M̄

− 1
σ̄

0 e−
∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]ds

y la condición de transversalidad, al multiplicar (B.6) por λ(t), será: ĺımt→∞N(t)λ(t)e−β̄t =
0 ya que:

ĺım
t→∞


[
N̄0 +

∫ t

0

e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds [Y (s)−M(s)] ds e

∫ t
0 [r(s)−n̄]ds

]
︸ ︷︷ ︸

N̄t

e−β̄t

∗[M̄− 1
σ̄

0 e−
∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]ds

]
︸ ︷︷ ︸

λ(t)

Vemos que los términos exponenciales se cancelan entre śı3, y podemos concluir que

ĺım
t→∞

[
N̄0 +

∫ t

0

e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds [Y (s)−M(s)] ds

]
=

= ĺım
t→∞

[(
N̄0 +

∫ t

0

e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds Y (s) ds

)
−
(∫ t

0

e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds M(s)ds

)]
Considerando ahora la definición de integral impropia de primera clase para una
función ‘f(x)’ seccionalmente continua en el intervalo 0 ≤ x ≤ t para toda ‘t’ (Zill
and Cullen, 2009), ∫ ∞

0

f(x)dx = ĺım
t→∞

∫ t

0

f(x)dx

Podemos concluir que:(
N̄0 +

∫ ∞
0

e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds Y (s) ds

)
−
∫ ∞

0

e−
∫ t
0 [r(s)−n̄]ds M(s) ds ≡

≡
(
N̄0 + Ȳ0

)
− M̄0 = 0 (B.9)

Lo cual puede interpretarse como el valor presente de la restricción presupuestaria.

C.3. Senda Óptima del Mercado Meta

Aplicando (B.4) a (2.6), tendremos que u(t) = −σ̄
[
r(t)− β̄ − n̄

]
, mientras que w(t)

= 0 por lo que la solución será:

M(t) = e
∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]ds

M̄0 +

=0︷ ︸︸ ︷∫ t

0

(0) e−
∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]dsdτ

⇒
3/ Esto surge porque al resolver las integrales tendŕıamos: er−n̄e−β̄e−(r−β̄−n̄) =

er−n̄−β̄−r+β̄+n̄ = e0 = 1
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M(t) = M̄0 e
∫ t
0 σ̄[r(t)−β̄−n̄]ds (B.10)

Partiendo de (B.10), podemos aplicar entonces logaritmos y despejar la senda de
consumo óptima en el Mercado Meta de la siguiente manera:

M(t) = M̄0e
∫ t
0 σ̄[r(s)−β̄−n̄]ds ⇒

⇒ ln [M(t)] = ln(M̄o) + ln(e)

∫ t

0

σ̄
[
r(s)− β̄ − n̄

]
ds⇒

⇒ ln [M(t)] = ln(M̄0) + σ̄

∫ t

0

[
r(s)− β̄ − n̄

]
ds =

= ln(M̄0) +
∣∣σ̄t [r(s)− β̄ − n̄]∣∣t

0
⇒⇒ ln [M(t)] = ln(M̄0) + σ̄

[
r(t)− β̄ − n̄

]
⇒

⇒M(t) = M̄0 e
σ̄t [r(t)−β̄−n̄] (B.11)

Que es la senda óptima de consumo mostrada en la ecuación 2.7 de la página 47.

II. Modelo Ampliado

A. Condiciones de Suficiencia

A.1. Concavidad del Hamiltoniano

Vamos a ver en primer término la concavidad de las funciones involucradas, para
verificar que se cumplen las condiciones suficientes del Principio del Máximo. Dijimos
en la ecuación (A.7) que deb́ıa verificarse que el Hamiltoniano fuera cóncavo en las
variables de estado y de control, en nuestro caso el stock de capital, la inversión
y la mano de obra, a las que denominaremos sintéticamente (K,I,L). Asimismo, la
función de restricción mixta debe ser cuasicóncava en (K,I,L).

Con respecto al Hamiltoniano, podemos ver que se trata de una suma de funciones,
algunas de ellas lineales y por lo tanto cóncavas4. Aśı tenemos que5:

H(t) = K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ) − w̄ L(t)− I(t)︸ ︷︷ ︸
lineal

− I(t)2

2 K(t)
+ q(t)

[
I(t)− δ̄ K(t)

]︸ ︷︷ ︸
lineal

(B.12)

Por lo que si se verifica en (B.12) que el primer y el cuarto término son cóncavos en
(K,I,L), podremos concluir que el Hamiltoniano también lo será, por tratarse de la
suma de funciones cóncavas.

En lo que sigue del Anexo, vamos a evitar la referencia del tiempo en las variables a
fin de hacer más simple la lectura. En este sentido, escribiremos ‘K’ a secas en lugar

4/ Recordemos que las funciones lineales son tanto cóncavas como convexas, y que la suma de
funciones cóncavas es también una función cóncava.

5/ Utilizamos letra cursiva para el Hamiltoniano, a fin de que no pueda confundirse con el
śımbolo de la matriz Hessiana, que también es ‘H’, y porque se trata del valor presente
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de K(t), siempre que esto no se preste a confusión.

A.1.1. Concavidad de F (t) = K(t)ᾱL(t)1−ᾱ : Calculamos primero las deriva-
das y luego construimos la matriz Hessiana de la forma cuadrática:

FK = ᾱK ᾱ−1L1−ᾱ FKK = (ᾱ2 − ᾱ)
1

K

(
K

Lt

)ᾱ−1

FI = FII = FIK = FIL = 0 FKL = FLK = (ᾱ− ᾱ2)
1

K

(
K

L

)ᾱ
FL = (1− ᾱ)

(
K

L

)ᾱ
FLL = (ᾱ2 − ᾱ)

1

L

(
K

Lt

)ᾱ

H =

 FKK FKL

FLK FLL

 =

 (ᾱ2 − ᾱ)
1

K

(
K

L

)ᾱ−1

(ᾱ− ᾱ2)
1

K

(
K

L

)ᾱ
(ᾱ− ᾱ2)

1

K

(
K

L

)ᾱ
(ᾱ2 − ᾱ)

1

L

(
K

L

)ᾱ


Calculamos el signo de los menores ĺıderes que son6:

H1 =
(
ᾱ2 − ᾱ

) 1

K

(
K

L

)ᾱ−1

< 0

H2 =
(
ᾱ2 − ᾱ

)2 1

KL

(
K

L

)2ᾱ−1

−
(
ᾱ− ᾱ2

)2 1

K2

(
K

L

)2ᾱ

=

=
(
ᾱ2 − ᾱ

)2 1

K

(
K

L

)ᾱ [
1

Lt

(
K

L

)ᾱ−1

− 1

K

(
K

L

)ᾱ]
=

=
(
ᾱ2 − ᾱ

)2 1

K

(
K

L

)ᾱ [(
K

L

)ᾱ(
1

L

L

K
− 1

K

)]
=

=
(
ᾱ2 − ᾱ

)2 1

K

(
K

L

)ᾱ (KL
)ᾱ(

1

K
− 1

K

)
︸ ︷︷ ︸

=0

 = 0

Por lo tanto :

{
H1 < 0
Hn = 0

}
Semidefinida Negativa⇔ cóncava en (K, I, L)

(B.13)

6/ Tengamos en cuenta que como 0 < ᾱ < 1⇒ (ᾱ2 − ᾱ) < 0
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A.1.2. Concavidad de Ψ(t) = −1
2
I(t)2

K(t)
Nuevamente, calculamos primero las

derivadas y luego construimos la matriz Hessiana de la forma cuadrática:

ΨK = 1
2

(
I
K

)2
ΨKK = −1

K

(
I
K

)2

ΨKI = gIK = I
K2

ΨI = − I
K

ΨII = −1
K

ΨL = ΨLL = ΨLK = ΨLI = 0

H =

 ΨKK ΨKI

ΨIK ΨII

 =

 −1
K

(
I
K

)2 I
K2

I
K2

−1
K


Calculamos el signo de los menores ĺıderes que son:

H1 =
−1

K

(
I

K

)2

< 0

H2 =
−1

K

[
−1

K

(
I

K

)2
]
− 1

K2

(
I

K

)2

=

=
1

K2

(
I

K

)2

− 1

K2

(
I

K

)2

= 0

Por lo tanto :

{
H1 < 0
Hn = 0

}
Semidefinida Negativa⇔ cóncava en (K, I, L)

(B.14)
Con lo que hemos verificado que todos los términos del Hamiltoniano son cóncavos,
y por lo tanto él mismo lo es.

A.2. Cuasiconcavidad de h(t) = 1− K(t)ᾱL(t)1−ᾱ

M(t)

La segunda condición suficiente del tipo Mangasarian, está dada por la cuasiconca-
vidad en las variables de estado y de control, de todas las restricciones mixtas. Como
en nuestro caso sólo tenemos una restricción, debemos ver cuál es su comportamiento
en (K,I,L).

Nuevamente, calculamos primero las derivadas y luego construimos la matriz Hes-
siana de la forma cuadrática, ya que si se verifica que la misma es cóncava, también
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será cuasicóncava:

hK = − ᾱ

M

(
K

L

)ᾱ−1

hKK = − ᾱ(ᾱ− 1)

MK

(
K
L

)ᾱ−1

hKL = hLK = − ᾱ(1− ᾱ)

MK

(
K

L

)ᾱ

hL = −(1− ᾱ)

M

(
K

L

)ᾱ
hLL = − ᾱ(ᾱ− 1)

ML

(
K

L

)ᾱ

H =

 hKK hKL

hLK hLL

 =


(ᾱ− ᾱ2)

MK

(
K

L

)ᾱ−1
(ᾱ2 − ᾱ)

MK

(
K

L

)ᾱ
(ᾱ2 − ᾱ)

MK

(
K

L

)ᾱ
(ᾱ− ᾱ2)

ML

(
K

L

)ᾱ


Donde vemos que no es cóncava, ya que ni hKK ni hLL son negativos aún cuando
Hn = 0. Vemos en realidad que la restricción es convexa, a pesar de lo cual vamos
a verificar que no tenga tramos cusicóncavos que cumplan la condición suficiente
del tipo Mangasarian, para lo que deberemos construir el determinante Hessiano
Orlado con las primeras derivadas de la restricción, al que llamaremos ‘B’, en el
cual tendremos que verificar que los determinantes principales alternen de signo,
comenzando por el negativo7.

Como estamos interesados en los signos, más que en el resultado de cada determinan-
te, nos vamos a manejar directamente con las expresiones generales de las derivadas
y sus signos, de la manera siguiente:

Bo =

 0 hK < 0 hL < 0
hK < 0 hKK > 0 hKL < 0
hL < 0 hLK < 0 hLL > 0


Comenzamos a calcular los menores principales, de la manera siguiente:

Bo
1 =

 0 hK < 0

hK < 0 hKK > 0

 =


0 − ᾱ

M

(
K

L

)ᾱ−1

< 0

− ᾱ

M

(
K

L

)ᾱ−1

< 0
(ᾱ− ᾱ2)

MK

(
K

L

)ᾱ−1

> 0

⇒

⇒ (−1)r |Bo
r | ⇒ (−1)1 |Bo

1| = (−1)

(0)− (+)︸ ︷︷ ︸
<0

 = > 0

Calculamos el segundo menor ĺıder que debeŕıa ser positivo [antes de multiplicarlo

7Recordemos que una función será cuasicóncava si los determinantes principales de la forma
cuadrática del Hessiano orlado con las primeras derivadas cumplen que: (−1)k · |Bok| ≥ 0. Por el
contrario, será cuasiconvexa si los menores principales son no positivos, o sea |Bok| ≤ 0
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por (−1)k]:

Bo
2 =


0 hK hL

hK hKK hKL

hL hLK hLL

 =


0 − ᾱ

M

(
K
L

)ᾱ−1
< 0 − (1−ᾱ)

M

(
K
L

)ᾱ
< 0

− ᾱ
M

(
K
L

)ᾱ−1
< 0 (ᾱ−ᾱ2)

MK

(
K
L

)ᾱ−1
> 0 (ᾱ2−ᾱ)

MK

(
K
L

)ᾱ
< 0

− (1−ᾱ)
M

(
K
L

)ᾱ
< 0 (ᾱ2−ᾱ)

MK

(
K
L

)ᾱ
< 0 (ᾱ−ᾱ2)

ML

(
K
L

)ᾱ
> 0

 =

|Bo
2| = 0− hK (hKhLL − hLKhL) + hL (hKhKL − hKKhL) =

= −h2
KhLL+hKhLhLK +hLhKhKL−h2

LhKK = −h2
KhLL︸ ︷︷ ︸
(−)

+ 2 hKhLhLK︸ ︷︷ ︸
(−)

−h2
LhKK︸ ︷︷ ︸
(−)

< 0

⇒ (−1)k |Bo
k| = (−1)2[< 0] ⇒< 0

Esto nos demuestra que la restricción mixta no es cuasicóncava, sino que en realidad
es cuasiconvexa estricta, ya que:

como :

{
Bo

1 < 0
Bo

2 < 0

}
Cuasiconvexa Estricta en (K, I, L) (B.15)

Esto significa que no se cumplen las condiciones suficientes del tipo Mangasarian,
ya que si bien el Hamiltoniano es cóncavo, la restricción mixta no es cuasicóncava
en (K,I,L). Podemos sin embargo, aplicar las condiciones del tipo Arrow que no
requieren cuasiconcavidad de las restricciones mixtas (que justamente es lo que nos
falta), aunque exigen que se cumpla la cualificación de las restricciones.

En nuestro caso, como hemos verificado que el Hamiltoniano es cóncavo en (K,I,L),
sabemos que también resultará cóncavo el Hamiltoniano Maximizado (A.8) y, por
lo tanto, si se cumplen las condiciones necesarias del Principio del Óptimo y se
verifica la cualificación de la restricción mixta, los triples [K∗(t), I∗(t), L∗(t)] serán
CU-Optimales.

A.3. Cualificación de h(t) = 1− K(t)ᾱL(t)1−ᾱ

M(t)

Comencemos por verificar la cualificación de la restricción mixta. Como menciona-
mos oportunamente, lo que se busca es verificar la independencia entre las restric-
ciones mixtas activas, lo cual en nuestro caso es obvio porque contamos con una sola
restricción. Igualmente verificamos que se cumpla la ecuación (A.5) de la página
131, en la matriz ‘M̄’ de restricciones mixtas:

M̄ =

[
∂h

∂I

∂h

∂L

]
=

[
0 −(1− ᾱ)

M

(
K

L

)ᾱ ]
=

Como vemos, el rango de esta matriz es igual a uno8, por lo que se cumple la cua-
lificación de la restricción mixta y junto con lo anterior, se verifican las condiciones
suficientes del tipo Arrow. Por lo tanto, al cumplir la condición de transversalidad

8/ Dado que tiene una sola fila, y por las condiciones de Inada impuestas en la Función de
Producción, sabemos que ni ‘K’ ni ‘L’ serán iguales a cero.
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(inferior)

ĺım
t−→∞

q(t) [x(t)− x∗(t)] ≥ 0; para todos los estados admisibles x(t), la terna

(K∗, I∗, L∗) que cumpla las Condiciones Necesarias del Principio del Máximo será
convergente al óptimo (CU-Optimal).

A.4. Holgura Complementaria de h(t) = 1− K(t)ᾱL(t)1−ᾱ

M(t)

Debemos verificar que el multiplicador de la restricción mixta sea positivo o igual a
cero si la restricción no satura. O sea que buscamos mostrar que:

µ(t) ≥ 0, [será = 0 si h(K∗(t), L∗(t), t) > 0]

Recordando que hemos impuesto que K, L, M > 0:

1− KαL(1−α)

M
≥ 0 ⇒ KαL(1−α) ≤M (B.16)

La condición de Holgura Complementaria se cumplirá cuando (B.16) se cumpla con
desigualdad, siendo el multiplicador µ(t) positivo. También podrá cumplirse en el
ĺımite, cuando la producción iguala al Mercado Meta.

B. Condiciones Necesarias

B.1. Primera Condición Necesaria

Desarrollamos primero la condición referida a la maximización del vector de variables
de control, que indica que:

El vector de Control en el Óptimo = {I∗, L∗} = arg max H (K, I, L, q, µ, t)

Para lograrlo, debemos encontrar el máximo del Lagrangiano Valor Presente de la
ecuación 2.22 (página 63), con respecto a las variables de control ’I’ y ’L’:

B.1.1. Respecto de la Mano de Obra

(a)
∂L(t)

∂L(t)
= 0 ⇒ (1− ᾱ)

(
K(t)

L(t)

)ᾱ
− w̄ − µ(t)(1− ᾱ)

M(t)

(
K(t)

L(t)

)ᾱ
= 0 ⇒

⇒ w̄∗ = (1− ᾱ)

(
K(t)

L(t)

)ᾱ
︸ ︷︷ ︸

FL

(
1− µ(t)

M(t)

)
⇒

⇒ L(t)∗ = K(t)

 (1− ᾱ)
(

1− µ(t)
M(t)

)
w̄


1
ᾱ

(B.17)
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Que es la ecuación (2.23) de la página 63 del texto. En ella vemos que en nues-
tro modelo, el salario de equilibrio mantiene relación directa con la Productividad
Marginal del Trabajo (FL), pero ahora tiene deducido el impacto que causa la restric-
ción del tamaño del Mercado Meta en la misma9. También vemos que la demanda de
mano de obra coincide con la contratada para una función de Cobb-Douglas general,
ponderada por la restricción impuesta por el tamaño del Mercado Meta.

B.1.2. Respecto de la Inversión Calculamos ahora la segunda variable de
control:

(b)
∂L(t)

∂I(t)
= 0 ⇒ −1− I(t)

K(t)
+ q(t) = 0

⇒ q(t)∗ = 1 +
I(t)

K(t)
= 1 + ΨI

Donde el valor ‘1’ expresa una unidad de inversión, y el valor de ‘q’ entonces equivale
a la contribución marginal de una inversión al valor de la empresa (1 + ΨI), y por lo
tanto coincide con el valor de la teoŕıa ‘q’ de Tobin al representar el costo de compra
de la unidad adicional de capital (una unidad monetaria) más el costo marginal de
instalación. Por lo tanto, la inversión vendrá dada por:

⇒ I(t)∗ = [q(t)− 1]K(t) (B.18)

Esta es la ecuación (2.24) de la página 63 del texto. Con estos elementos, es posible
verificar que la función de inversión cumplirá que:

I(t) T 0 para q(t) T 1

En la literatura se considera mayormente, asumiendo ΨII > 0, que la función de
inversión óptima puede definirse en función del capital y el precio sombra del mismo,
o sea, I(t) = I [q(t), K(t)]. Aún cuando estos valores son tomados muchas veces
como los referentes de la inversión, asegurando que el empresario sólo debe mirar el
precio sombra de la unidad de capital, ya que el mismo reúne toda la información
necesaria para tomar su decisión, debemos señalar nuevamente que el resultado de
(2.24) solamente refleja una de las varias condiciones necesarias a cumplir para que
estos valores se encuentren contenidos en la senda óptima. Esto es, para caracterizar
la función de inversión debemos considerar los demás factores que la afectan en el
modelo y verificar las demás condiciones necesarias y suficientes, ya que aqúı sólo
estamos considerando uno de esos factores.

Por otra parte, como mencionamos anteriormente, el par de vectores de estado y
control (x*, u*) será CU-Optimal si se cumplen las condiciones suficientes de la
ecuación en (A.7), y las necesarias de la ecuación (A.6) que nos indican que, entre
varias otras condiciones, debe verificarse que:

∂L∗ [x(t)∗, u(t)∗, q(t), µ(t), t]

∂u(t)∗j
= 0

9/ Lo cual es lógico ya que el empresario continúa contratando la mano de obra en un mercado
competitivo y sin rigideces, pero las señales de precio que deb́ıan transmitirse mediante competencia
perfecta, ahora lo hacen cumpliendo la restricción que hemos impuesto
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˙q(t)i = r(t)q(t)i −
∂L∗

[
x(t)∗i , u(t)∗j , q(t)i, µ(t)k, t

]
∂x(t)i

Como podemos ver, la ecuación (2.24) no fue calculada en los valores óptimos de la
variable de estado como nos pide el Principio del Máximo, sino que es en un punto
‘t’ en particular. Recordemos en este sentido que el Principio del Máximo solo nos
dice que para una senda interior {K(t), I(t), L(t)} existirá una variable de coestado
‘q(t)’ (función continua en ‘t’) que cumplirá las condiciones necesarias del máximo
para todo t ≥ 0 y verificará la condición de transversalidad.

Tampoco esa ‘I*’ encontrada ha sido aplicada en el cálculo de q̇(t) todav́ıa, ya
que eso es parte de una etapa siguiente del proceso de opitimización. En otras
palabras, la Teoŕıa del Control Óptimo nos indica las condiciones bajo las cuales
pueden encontrarse las sendas óptimas de los vectores de las variables de estado y
de control, y nos muestra un proceso mediante el cual se van aplicando los sucesivos
pasos para encontrar esos valores (Seierstad and Sydsaeter, 1986). Los puntos que
vamos encontrando en ese proceso, si bien son muy importantes y arrojan resultados
parciales interesantes, no pueden ser tratados como conclusiones finales porque, como
se dijo, corresponden a pasos intermedios.

Los valores de la ecuación de Inversión serán los que surjan de resolver las dos
ecuaciones diferenciales no lineales planteadas más adelante en la ecuación (2.26) de
la página 65, en las cuales están incorporados los valores óptimos de las variables de
estado y de control que fueron encontrándose en el proceso de optimización.

Por otra parte, al no actuar el mecanismo de información a través de los precios del
mercado de productos, ahora más que antes es necesario completar el proceso de
optimización mediante control óptimo, antes de deducir conclusiones.

Un punto adicional a señalar, es el referido al significado del tipo de maximiza-
ción CU-Optimal que hemos realizado. Recordemos que para hablar de una senda
de óptimo (no CU-Optimal), la integral que contiene al funcional objetivo debe ser
convergente. Como nos muestra la ecuación (2.21), la integral será convergente siem-
pre que la tasa de interés r(t) utilizada como factor de descuento sea siempre mayor
a cero, desde ahora hasta el infinito. Dado que se trata de una tasa de interés real,
ya que el modelo está expresado en bienes, resulta ser un supuesto bastante dif́ıcil
de sostener, y es por eso que hemos optado por utilizar la optimización convergente
como aproximación.

Al utilizar este criterio algo más restrictivo10, cada senda de los controles que va-
mos encontrando, sólo es nuestro ‘candidato a converger al óptimo’, que deberá ser
comparado con todas las demás sendas factibles, y de resultar la mayor a todas
ellas, resultará elegido. En la formulación más rigurosa sabemos que la senda del
‘candidato’ al óptimo deb́ıa ser mayor o igual a cualquier otra que pudiera existir,
fijando un criterio suspensivo de la optimalidad de los resultados intermedios.

Es en este sentido por lo que tampoco resulta adecuado afirmar que una de las
variables de la optimización, léase ‘q’, expresa toda la información necesaria para

10/ Debemos señalar que cuando no se incluye el supuesto de tasa de interés mayor a cero,
aunque se hable de un óptimo lo que se está obteniendo es un CU-Optimal
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decidir, dado que a pesar de haberla despejado, no podemos afirmar que se trata
de un valor optimal, y solo podemos asegurar que, si resultara superior a todas las
demás sendas factibles, estaŕıa convergiendo al óptimo.

B.2. Segunda Condición Necesaria

Pasamos entonces ahora a la segunda condición del Principio del Máximo, dada por:

− ∂L(t)

∂K(t)
= q̇(t)− r(t) q(t)⇒

q̇(t) = r(t) q(t)−

[
ᾱK(t)ᾱ−1L(t)1−ᾱ +

1

2

(
I(t)

K(t)
−
)2

− δ̄q(t)−

− µ(t)ᾱ [K(t)ᾱ−1L(t)1−ᾱ]

M(t)

]
⇒

⇒ q̇(t) = r(t)q(t) + δ̄q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1(
1− µ(t)

M(t)

)
⇒

q̇(t) =
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1(
1− µ(t)

M(t)

)
(B.19)

Esta última ecuación, se corresponde con (2.25) en la página 63 del texto. Antes
de continuar podemos reordenar los términos de la ecuación (B.19) de la siguiente
manera:

q̇(t) =
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

︸ ︷︷ ︸
ΨK

− ᾱ
(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1

︸ ︷︷ ︸
FK

(
1− µ(t)

M(t)

)
⇒

⇒
q̇(t) +

1

2

(
I(t)

K(t)

)2

+ ᾱ

(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1(
1− µ(t)

M(t)

)
q(t)

= r(t) + δ̄ ⇒

⇒ q̇(t)

q(t)
+

ΨK︷ ︸︸ ︷
1

2

(
I(t)

K(t)

)2

q(t)
+

FK︷ ︸︸ ︷
ᾱ

(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1

q(t)
−

FK︷ ︸︸ ︷
ᾱ

(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1(
µ(t)

M(t)

)
q(t)

= r(t) + δ̄

Que nos indica que la rentabilidad por el alquiler (r) más el desgaste por el uso
del capital f́ısico (δ̄), es equivalente a la suma de la ganancia por la variación del
precio sombra del capital (q̇), más la contribución marginal del capital al valor de la
empresa (ΨK), más la productividad marginal del capital instalado (FK), menos la
misma productividad marginal del capital ponderada por el efecto de la restricción
que impone el tamaño del Mercado Meta, donde cada término es expresado en
términos del precio sombra del capital, representando aśı una tasa de rendimiento.
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C. Śıntesis del Modelo Ampliado

Listamos a continuación las ecuaciones, para una mejor exposición: (1) q̇(t) =
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1(
1− µ(t)

M(t)

)
(2) K̇(t) = I(t)− δ̄ K(t) con K(0) = K̄(0)

(B.20)
En primer lugar, vamos a reemplazar en la ecuación [B.20 (1)] la cantidad de mano
de obra por el valor en el óptimo ‘L*’ despejado en (2.23).

⇒ q̇(t) = q(t)
[
r(t) + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
K(t)

L(t)∗

)ᾱ−1(
1− µ(t)

M(t)

)
=

= q(t)
[
r(t) + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

−

−ᾱK(t)ᾱ−1

 1

K(t)

 w̄

(1− ᾱ)

(
1− µ(t)

M(t)

)


1
ᾱ


ᾱ−1(

1−
µ(t)

M(t)

)
=

= q(t)
[
r(t) + δ̄

]
−1

2

(
I(t)

K(t)

)2

−ᾱK(t)ᾱ−1 1

K(t)ᾱ−1

(
w̄

(1− ᾱ)

) 1
ᾱ

(ᾱ−1) 1− µ(t)

M(t)(
1− µ(t)

M(t)

) ᾱ−1
ᾱ

=

q̇(t) = q(t)
[
rt + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

(B.21)

A continuación, vamos a reemplazar el valor de la inversión en el óptimo hallado en
la ecuación (2.24), en el valor de ‘K̇(t)’ de las ecuaciones del Modelo en [B.20 (2)].

I(t)∗ = [q(t)− 1]K(t); y K̇(t) = I(t)− δ̄ K(t) ∴

K̇(t) = [q(t)− 1]K(t)− δ̄ K(t) ⇒

⇒ K̇(t) =
[
q(t)− 1− δ̄

]
K(t) (B.22)

III. Estado Estacionario

Vamos a despejar las ecuaciones detalladas en el Cuadro 2.6 de la página 66.

1. De (2.26 - b) planteamos que:

K̇(t) = 0⇒
[
q(t)− 1− δ̄

]
K(t) = 0 ⇒ q̄ = 1 + δ̄
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2. De (2.26)-(a) despejamos ‘q(t)’:

q̇(t) = 0⇒ q(t)
[
r(t) + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(

w

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1−
µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

= 0

Por lo cual, nuestra ‘q’ de Tobin en el EE será:

⇒ q̄ =

1
2

(
Ī
K̄

)2

+ ᾱ
(

w̄
1−ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(
1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

r̄ + δ̄
(B.23)

3. Como vimos en 1.; q̄ = 1 + δ̄ y por lo tanto:

1

2

(
Ī

K̄

)2

+ ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ (

1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

= (r̄ + δ̄)(1 + δ̄) ⇒

⇒ K̄−1 =

{[
(r̄ + δ̄)(1 + δ̄)− ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ (

1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

]
2

Ī2

} 1
2

4. De donde despejamos el stock de capital en el Estado Estacionario volviendo
a poner q̄ = 1 + δ̄ como:

K̄ =
Ī{

2
[
(r̄ + δ̄)q̄ − ᾱ

(
w̄

1−ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(
1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

]} 1
2

(B.24)

5. Y podemos despejar el volumen de inversión en el estado estacionario como:

Ī = K̄

{
2

[
(r̄ + δ̄)q̄ − ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ (

1− µ̄

M̄

) 1
ᾱ

]} 1
2

(B.25)

IV. Aplicación Efectiva de la Restricción Mixta

Para encontrar los puntos en los cuales está activa la restricción mixta que he-
mos impuesto sobre el tamaño del Mercado Meta, podemos utilizar la esencia del
método de los multiplicadores de Lagrange. Esta idea tan simple e ingeniosa del co-
nocido f́ısico-matemático Joseph Lagrange para resolver problemas de optimización
con restricciones de igualdad, consiste en ampliar la función objetivo a optimizar
construyendo una nueva función llamada Lagrangiana en su honor, formada por la
función original más la función de restricción igualada a cero al restarle su propio
resultado.

Por ejemplo, para una restricción lineal de dos variables cuyo resultado es una cons-
tante ‘b’, esto implicaŕıa que:

x1 + x2 = b ⇒ x1 + x2 − b = 0

Cuando sumamos esta restricción al optimal, como su resultado será nulo en el
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óptimo, no influirá y por lo tanto el valor de la función Lagrangiana coincidirá con
el valor de la función original.

Como segundo paso, y a fin de que la restricción participe en el proceso de obten-
ción del valor óptimo, en lugar de incorporar en la Lagrangiana sólo a la restricción,
la incorporamos multiplicada por un valor denominado ‘Multiplicador de Lagrange’
también en honor a su creador. De esta manera, cualquiera sea el valor del multipli-
cador, siempre quedará anulado al multiplicarlo por cero (el valor de la restricción
menos su resultado).

Vemos aśı que el valor de la Función Lagrangiana coincide en el óptimo con el de
la función objetivo, pero lo interesante es que si planteamos el proceso de optimiza-
ción considerando al multiplicador como una más de las variables de elección, nos
aseguramos que en el óptimo la restricción esté activa al igualar a cero su prime-
ra derivada. Puede verse una descripción detallada y más rigurosa del método en
(Intriligator, 1973).

A. Incorporación de la Restricción

Luego de esta breve introducción, vamos a rehacer las condiciones necesarias desa-
rrolladas en la Sección IV: Presentación y Resolución del Modelo, incorporando la
derivada de la restricción mixta respecto del multiplicador µ. Tomamos el Lagran-
giano dado en (2.22):

L(t) =

(
K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ) − w̄ L(t)− I(t)− I(t)2

2 K(t)

)
+

+ q(t)
[
I(t)− δ̄ K(t)

]
+ µ(t)

(
1− K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ)

M(t)

)

y planteamos las primeras derivadas, que coinciden con las originales en los ı́tem (a),
(b) y (c) siguientes, agregando el punto d) con la derivada respecto de µt, como:

(a)
∂L(t)

∂L(t)
= 0⇒ (1− ᾱ)

(
K(t)

L(t)

)ᾱ
− w̄ − µ(t)(1− ᾱ)

M(t)

(
K(t)

L(t)

)ᾱ
= 0

(b)
∂L(t)

∂I(t)
= 0⇒ −1−

I(t)

K(t)
+ q(t) = 0

(c) − ∂L(t)

∂K(t)
= q̇(t)− r(t) q(t)⇒

q̇(t) = r(t) q(t)−

[
ᾱK(t)ᾱ−1L(t)1−ᾱ +

1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− δ̄q(t)−

−µ(t)ᾱK(t)ᾱ−1L(t)1−ᾱ

M(t)

]

(d)
∂L(t)

∂µ(t)
= 0⇒ 1− K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ)

M(t)
= 0
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Podemos despejar en (d) y obtener:

K(t)ᾱL(t)(1−ᾱ) = M(t) ⇒
(
K(t)

L(t)

)ᾱ
=
M(t)

L(t)
(B.26)

Y reemplazando en (a) el valor despejado en (B.26) llegamos a:

(1− ᾱ)

(
M(t)

L(t)

)(
1− µ(t)

M(t)

)
= w̄ ⇒ w̄

1− ᾱ
=
M(t)

L(t)
− M(t)

L(t)

µ(t)

M(t)
⇒

⇒ w̄∗ = (1− ᾱ)

(
M(t)− µ(t)

L(t)

)
; y L(t)∗ = (1− ᾱ)

(
M(t)− µ(t)

w̄

)
(B.27)

Recordando ahora que q̄ la hab́ıamos expresado finalmente en [B.20 (1)] como:

q̇(t) =
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
K(t)

L(t)

)ᾱ−1(
1− µ(t)

M(t)

)
Podemos reemplazar el resultado obtenido en (B.26) en esta ecuación, a la que
llamaremos q̇(t)M=F para distinguirla de la correspondiente del Modelo General
(B.20), y obtener11:

q̇(t) =
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ

=M
K︷ ︸︸ ︷(

M(t)

L(t)

L(t)

K(t)

)(
1− µ(t)

M(t)

)
⇒

⇒ ˙q(t)
M=F

=
[
r(t) + δ̄

]
q(t)− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(
M(t)− µ(t)

Kt

)
(B.28)

Resumimos en el Cuadro 2.7 esta ecuación (B.28) de ‘q’ con la restricción mixta
activa y la ecuación dada en K̇ de (2.26) que no ha cambiado e incorpora el valor
de ‘I’ en el óptimo.

Vamos a calcular el diagrama de fase para confirmar que coincide con el caso general.
Para ello, despejamos ‘q’ de (B.28) y hacemos q̇ = 0, para luego calcular la derivada
y obtener la pendiente:

q̄(t)M=F =

d1
2

(
I(t)

K(t)

)2

+ ᾱ

(
M(t)− µ(t)

K(t)

)
r(t) + δ̄

(B.29)

∂q(t)M=F

∂K(t)

∣∣∣∣
q̇(t)=0

=
1

r(t) + δ̄

[
− I(t)2

K(t)3
− ᾱ

(
M(t)− µ(t)

K(t)2

)]
< 0 (B.30)

No hace falta que calculemos K̇(t) ya que coincide con la original. Por lo tanto, el
diagrama de fase es similar al mostrado en la Figura 2.2, sólo que ahora la pendiente
negativa de q̄ = 0 es más pronunciada, lo cual se ve claramente al comparar (2.28)

11/ Donde hemos considerado que
(
K
L

)ᾱ−1
=
(
K
L

)ᾱ (K
L

)−1
=
(
K
L

)ᾱ ( L
K

)
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con (B.30). Pueden verse ambas curvas en la Figura 2.3

Debemos despejar de (B.29) el valor de K̄, sabiendo por (2.24) que
I(t)

K(t)
= q(t)− 1

[
r(t) + δ̄

]
q(t) =

1

2

(
I(t)

K(t)

)2

+ ᾱ

(
M(t)− µ(t)

K(t)

)
⇒

[
r(t) + δ̄

]
q(t) =

1

2

[
q(t)2 − 2q(t) + 1

]
+ ᾱ

(
M(t)− µ(t)

K(t)

)
⇒

⇒ r(t)q(t) + δ̄q(t)− 1

2
q(t)2 + q(t)− 1

2
=

⇒ q(t)
[
r(t) + δ̄ + 1

]
− 1

2
q(t)2 − 1

2
= ᾱ

(
M(t)− µ(t)

K(t)

)
⇒

K̄ =
ᾱ [M(t)− µ(t)]

q(t)
[
r(t) + δ̄ + 1

]
− 1

2
[q(t)2 + 1]

(B.31)

Finalmente podemos despejar en (B.31) el valor del multiplicador del Mercado Meta
cuando la Restricción Mixta está activa:

K̄

[
q(t)

[
r(t) + δ̄ + 1

]
− 1

2
[q(t)2 + 1]

]
ᾱ

= M(t)− µ(t)⇒

µ(t) = M(t)−
K̄

[
q(t)

[
r(t) + δ̄ + 1

]
− 1

2
[q(t)2 + 1]

]
ᾱ

(B.32)

Lo que nos está indicando que el multiplicador tiene valor distinto de cero en el
Estado Estacionario, lo que expresa que la restricción estará activa y será efectiva,
por lo que es necesaria para la explicación del modelo.

V. Loglinealización

A. Fundamentación Teórica

La loglinealización de los modelos dinámicos no lineales es una técnica que permite
avanzar en la solución de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales, que la
mayoŕıa de las veces no tienen una solución algebraica expĺıcita, y sobre los que
debeŕıan utilizarse métodos numéricos de solución. Pero uno de los inconvenientes
de los métodos numéricos, es la necesidad de establecer los valores de los parámetros
previamente, lo cual limita en gran medida las conclusiones que pueden extraerse,
ya que los resultados se refieren a los valores ingresados para esos parámetros.

La loglinealización evita este inconveniente, aunque no sin costo, ya que se trata
de una aproximación en el entorno del punto elegido (generalmente el estado esta-
cionario), por lo que las conclusiones son válidas en la vecindad de ese punto. Esa
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aproximación podŕıa hacerse todo lo precisa que quisiéramos, toda vez que pode-
mos utilizar Series de Taylor de orden ”n”, calculando las ’n’ derivadas en el estado
estacionario, pero el volumen de cálculo que requiere limita en gran medida su apli-
cación12. A partir de esta limitación, el método más utilizado para resolver estos
problemas es la aproximación de primer orden, y será el empleado también en nues-
tro caso. El procedimiento de aplicación, aunque engorroso, tiene un sustento teórico

Cuadro B.1: Nomenclatura utilizada en la Loglinealización

Variable Descripción

a = Escalar arbitrario
x∗ = Valor de ‘x’ en el estado estacionario
x̃t = ln( xt

x∗
): variable auxiliar

D = Primera derivada
Ef = Término de error

F (x∗) = Valor de ‘F’ cuando ‘x’ se encuentra en el estado estacionario
F ′(x∗) = Primera derivada de ‘F’ evaluada en el estado estacionario

sólido y bastante simple, que parte del concepto matemático de que dos sistemas son
topológicamente equivalentes si sus trayectorias de solución son las mismas luego de
un cambio de coordenadas (De la Fuente, 2000)13.

Si partimos de una función f : C1 que tiene un punto ‘xo’ en su dominio, sabemos
que podemos aproximarla en ese punto mediante14:

f(x) = F (xo) +Df(xo)(x− xo) + Ef (x− xo)

Cuando derivamos f , sabemos que el término de error Ef (x− xo)→ 0, ya que:

ĺım
x→xo

‖ Ef (x− xo) ‖
‖ (x− xo) ‖

= 0

Entonces, para un sistema autónomo no lineal ẋ = f(x), continuo y con primeras
derivadas (C1), si llamamos x∗ al punto del estado estacionario, habrá un sistema
lineal que lo aproxime en la proximidad de ese punto mediante:

x∗ = Df(x∗)(x− x∗)

La condición para que el sistema sea topológicamente equivalente y, por lo tanto, las
trayectorias de solución del sistema no lineal y su aproximación linearizada sean las
mismas, es que se constituya un equilibrio hiperbólico que se da cuando los valores
propios de la derivada Df(x∗) evaluada en x∗ sean diferentes de cero.

12/ Se ha avanzado últimamente con aproximaciones de Taylor de segundo orden.
13/ Resumimos la nomenclatura que utilizamos en esta Sección, en el Cuadro B.1.
14/ Vamos a utilizar ‘D’ para denominar la derivada de la función, a fin de que quede bien

expĺıcita y llamaremos ‘Ef ’ al término de error.
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En términos prácticos, se trata de aproximar una ecuación no lineal (o un conjunto
de ellas), mediante la linealización de la misma y la aplicación de logaritmos a los
parámetros, de manera que los mismos queden en forma lineal. El procedimiento
puede explicarse en dos pasos, donde el primero es la aplicación de logaritmos a
la ecuación, y el segundo es la aproximación del resultado aplicando una Serie de
Taylor de primer orden alrededor del estado estacionario 15.

Podemos explicarlo en un ejemplo general, en el cual una ecuación no lineal venga
representada por:

F (Xt) =
G(Xt)

H(Xt)

Donde Xt es un vector que contiene las variables del modelo, y que puede incluir
rezagos o expectativas, además de variables explicativas y parámetros del modelo
y tanto G como H son no lineales, aśı como también F. El primer paso es aplicar
logaritmos, con lo que:

ln [F (Xt)] = ln [G(Xt)]− ln [H(Xt)]

A continuación aproximamos la función con una Serie de Taylor de primer orden,
alrededor del estado estacionario, al que denominaremos “X∗”16

ln [F (X∗)] +
F ′(X∗)

F (X∗)
(Xt −X∗) ≈ ln [G(X∗)] +

G′(X∗)

G(X∗)
(Xt −X∗)−

−ln [H(X∗)]− H ′(X∗)

H(X∗)
(Xt −X∗)

Como puede verse, el modelo es ahora lineal en Xt ya que tanto las funciones como
las derivadas evaluadas en el estado estacionario son constantes. Además, pode-
mos aprovechar el hecho que en el estado estacionario se cumple que ln [F (X∗)] =
ln [G(X∗)]− ln [H(X∗)], para restarlo de la última ecuación y obtener

F ′(X∗)

F (X∗)
(Xt −X∗) ≈

G′(X∗)

G(X∗)
(Xt −X∗)−

H ′(X∗)

H(X∗)
(Xt −X∗)

Existen ciertos ‘atajos’ o procedimientos que permiten llegar a los mismos resulta-
dos, sin pasar por todo el procedimiento completo. Aplicaremos aqúı el descrito en
(Heijdra, 2009), e introduciremos los tres ‘hechos’, a), b) y c), para lo cual y como
nomenclatura llamaremos a cualquier variable ‘x(t)’ en el Estado Estacionario ‘x∗’
y supondremos que ‘a’ es un escalar arbitrario.

Vamos a definir también la variable auxiliar x̃(t), que llevará un tilde y resultará
complementaria de la variable original. En términos generales tendremos que:

x̃(t) ≡ ln

(
x(t)

x∗

)
15/ Como dijimos, podŕıa realizarse la aproximación en cualquier otro punto, pero por lo general

–y en nuestro caso–, la aproximación se realiza en el Estado Estacionario.
16/ Denominaremos F ′(X∗) a la derivada primera de F evaluada en X∗
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Por las leyes de los logaritmos, x̃t deberá cumplir que:

a x̃(t) ≡ ln

(
x(t)

x∗

)a
⇔

(
x(t)

x∗

)a
≡ ea x̃(t)

Sabemos además que en la vecindad del Estado Estacionario todas las variables
tienden a sus valores estacionarios, por lo que x(t) −→ x∗. De manera que:

x(t)

x∗
≈ 1⇒ x̃(t) = ln

(
x(t)

x∗

)
≈ ln(1) ≈ 0, lo cual nos lleva a plantear que

⇒ eax̃(t) ≈ ea0 ≈ 1 + ax̃(t) = 1 + 0 = 1

Podemos entonces resumir los tres hechos en la vecindad del Estado Estacionario:

(a)
dln [x(t)]

dt
≡ ẋ(t)

x(t)

(b) ax̃(t) ≡ ln

(
x(t)

x∗

)a
⇔

(
x(t)

x∗

)a
≡ eax̃(t)

(c)

{(
x(t)

x∗

)a
− 1

}
= a x̃(t) ⇔

(
x(t)

x∗

)a
≈ 1 + ax̃(t)

(B.33)

Para ilustrar el método y sin detenernos en el significado de cada variable, vamos
a agregar un ejemplo extráıdo de (Heijdra, 2009), página 463. Nuestra ecuación a
loglinealizar será:

dln [θ(t)]

dt
= σ [r(t)− ρ]− (1− tγ)Zok(t)α−1 + θ(t) + δk

que en el estado estacionario será equivalente a:

0 = σ [r∗ − ρ]− (1− tγ)Zo(k∗)α−1 + θ∗ + δk

Al restar esta última de la anterior obtenemos:

dln [θ(t)]

dt
= σ [r(t)− r∗ − (ρ− ρ)]−(1−tγ)Zo

[
k(t)α−1 − (k∗)α−1

]
+[θ(t)− θ∗]+[δk − δk] =

Aplicamos el hecho (c) de B.33:

= σr∗
(
r(t)

r∗
− 1

)
− (1− tγ)Zo(k∗)α−1

(
k(t)

k∗
− 1

)
+ θ∗

(
θ(t)

θ∗
− 1

)
=

= σr∗r̃(t)− (1− tγ)Zo(k∗)α−1k̃(t) + θ∗θ̃(t)

y considerando el hecho (b) de B.33:

dln [θ(t)]

dt
= σr∗ln

(
r(t)

r∗

)
− (1− tγ)Zo(k∗)α−1ln

(
k(t)

k∗

)
+ θ∗ln

(
θ(t)

θ∗

)
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Utilizando los criterios recién definidos y aplicando los hechos en la vecindad del
estado estacionario indicados en la ecuación (B.33), vamos a desarrollar ahora la
loglinealización de las ecuaciones del Modelo Reducido (2.26) de la página 65, co-
menzando por la primera de ellas que corresponde a ‘q̇(t)’.

B. Loglinealización de (2.26) (a)

Se trata de la siguiente ecuación:

q̇(t) = q(t)
[
r(t) + δ̄

]
− 1

2

(
I(t)

K(t)

)2

− ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

Dividimos por ‘qt’ y aplicamos el hecho B.33 (a) para obtener:

q̇(t)

q(t)
=
d ln [q(t)]

dt
= r(t) + δ̄ − 1

2
q(t)−1I(t)2K(t)−2 −

− ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

q(t)−1

(
M(t)− µ(t)

M(t)

) 1
ᾱ

Esta ecuación en el estado estacionario resulta igual a:

0 = r∗ + δ̄ − 1

2
q∗−1I∗2K∗−2 − ᾱ

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

q∗−1 (M∗ − µ∗)
1
ᾱ M∗−1

ᾱ

Restamos ambas ecuaciones y obtenemos:

d ln [q(t)]

dt
= r(t)−r∗+(δ̄−δ̄)−1

2

{[
q(t)−1 − q∗−1

] [
I(t)2 − I∗2)

] [
K(t)−2 −K∗−2

]}
−

−ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ {[

q(t)−1 − q∗−1
] [

[M(t)− µ(t)]
1
ᾱ − (M∗ − µ∗)

1
ᾱ

〈
M(t)

−1
ᾱ −M∗−1

ᾱ

〉]}
Donde ahora agrupando y cancelando términos:

d ln [q(t)]

dt
= r∗

(
r(t)

r∗
− 1

)
− 1

2q∗

(
I∗

K∗

)2
[(

q(t)

q∗

)−1

− 1

]
∗

∗

[(
I(t)

I∗

)2

− 1

][(
K(t)

K∗

)−2

− 1

]
−

−ᾱ
(

w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ

q∗−1

(
M∗ − µ∗

M∗

) 1
ᾱ

∗

∗

{[(
q(t)

q∗

)−1

− 1

][(
M(t)− µ(t)

M∗ − µ∗

) 1
ᾱ

− 1

][(
M(t)

M∗

)−1
ᾱ

− 1

]}
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Aplicando el hecho B.33 (c):

d ln [q(t)]

dt
= r∗ r̃(t)− 1

2q∗

(
I∗

K∗

)2 {
[(−1)q̃(t)]

[
2Ĩ(t)

] [
(−2)K̃(t)

]}
−

−

[
ᾱ

q∗

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(
M∗ − µ∗

M∗

) 1
ᾱ

]{[
1

ᾱ
˜[M(t)− µ(t)]

] [
−1

ᾱ
M̃(t)

]}

Finalmente, aplicando el hecho B.33 (b)17 :

d ln [q(t)]

dt
= r∗ln

(
r(t)

r∗

)
+

2

q∗

(
I∗

K∗

)2 [
ln

(
q(t)

q∗

)
+ ln

(
I(t)

I∗

)
− ln

(
K(t)

K∗

)]
−

−

[
1

ᾱq∗

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ∗

M∗

) 1
ᾱ

][
ln

(
1− µ(t)

M(t)

)
+ ln

(
M∗

M∗ − µ∗

)]
(B.34)

Vamos a agrupar los términos relacionados con nuestras variables objetivo K(t)
y q(t), expresando el modelo en términos de desv́ıos del Estado Estacionario18.
Además, para reducir la extensión de las ecuaciones, vamos a definir en el Cuadro
B.2 una nomenclatura reducida para obtener:

d ln [q(t)]

dt
= E q̃(t)− E K̃(t) + r∗r̃(t)− FM̃(t) + EĨ(t)− FG (B.35)

C. Loglinealización de (B.20) (2)

Vamos a tomar la ecuación de movimiento de al Inversión dada en (B.20) para hacer
la loglinealización19. De esta manera tendremos que:

K̇(t) = I(t)− δ̄K(t)

Dividimos por K(t) y utilizamos el hecho (B.33) (a)

K̇(t)

K(t)
=
d ln [K(t)]

dt
=

I(t)

K(t)
− δ̄

Esta ecuación en el estado estacionario será:

0 =
I∗

K∗
− δ̄

17/ Teniendo en cuenta que

M(t)−µ(t)
M∗−µ∗
M(t)
M∗

=
M(t)− µ(t)

M(t)

M∗

M∗ − µ∗
.

18/ Esto es aśı dado que ln
[
x(t)
x∗

]
= ln [x(t)− ln(x∗)]

19/ Tomamos esta ecuación en lugar de la (b) de 2.26 a fin de mantener la inversión como variable
dentro del modelo lineal.
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Cuadro B.2: Nomenclatura de la Loglinealización

C =

(
I∗

K∗

)

E =
2

q∗

(
I∗

K∗

)2

F =
1

ᾱq∗

(
w̄

1− ᾱ

) ᾱ−1
ᾱ
(

1− µ∗

M∗

) 1
ᾱ

G = ln

(
M∗

M∗ − µ∗

)

Ĩ(t) = ln[I(t)]− ln(I∗) = ln
(
I(t)
I∗

)
K̃(t) = ln [K(t)]− ln(K∗) = ln

(
K(t)
K∗

)
M̃(t) = ln [M(t)− µ(t)]− ln [M(t)] = ln

(
1− µ(t)

M(t)

)
q̃(t) = ln [q(t)]− ln(q∗) = ln

(
q(t)
q∗

)
r̃(t) = ln [r(t)]− ln(r∗) = ln

(
r(t)
r∗

)
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que al restarla de la original nos dará:

d ln [K(t)]

dt
= [I(t)− I∗]

[
K(t)−1 −K∗−1

]
− (δ̄ − δ̄)

Simplificamos y agrupamos nuevamente

d ln [K(t)]

dt
=

(
I∗

K∗

)[(
I(t)

I∗

)
− 1

][(
K(t)

K∗

)−1

− 1

]

Aplicando el Hecho (B.33) (c) a los términos agrupados, tendremos:

d ln [K(t)]

dt
=

(
I∗

K∗

)
Ĩ(t)

[
(−1)K̃(t)

]
Aplicando finalmente el Hecho (B.33) (b)

d ln [K(t)]

dt
=

(
I∗

K∗

)[
ln

(
I(t)

I∗

)
− ln

(
K(t)

K∗

)]

Para finalizar, aplicamos la nomenclatura de la loglinealización (ver Cuadro B.2),
para obtener la ecuación loglineal del capital:

d ln [K(t)]

dt
= C Ĩ(t)− C K̃(t) (B.36)

VI. Resumen y Presentación Matricial

Resumimos el Modelo Loglinealizado en el siguiente cuadro: (1) d ln [q(t)]
dt

= E q̃(t)− E K̃(t) + r∗r̃(t)− FM̃(t) + EĨ(t)− FG

(2) d ln[K(t)]
dt

= C Ĩ(t)− C K̃(t)

(B.37)

Además, estas dos ecuaciones de (B.37) pueden expresarse en forma matricial como: d ln [q(t)]
dt

d ln[K(t)]
dt

 =

 E −E

0 −C

 q̃(t)

K̃(t)

+

+

 r∗ E −F −F

0 C 0 0




r̃(t)

Ĩ(t)

M̃(t)
G

 (B.38)

Antes de finalizar vamos a identificar estas matrices, llamando a las variables genéri-
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camente como ‘Q’20, por lo que el modelo reducido se verá como:

Q̇

Q
= B ·Q+D · S (B.39)

Donde en términos de nuestro modelo matricial (B.38), tendremos que:

Q =

 q̃(t)
K̃(t)



que en el Estado Estacionario será = Q =

 q∗
K∗



Q̇

Q
=


d ln [q(t)]

dt

d ln [K(t)]

dt



B =

E −E

0 −C



D =

r∗ E −F −F

0 C 0 0



S =



r̃(t)

Ĩ(t)

M̃(t)

G



VII. Estabilidad del Modelo

En la Sección anterior (el Anexo C) desarrollamos la loglinealización del Modelo
presentado en (2.26), luego de lo cual lo representamos en forma matricial de manera
compacta como:

Q̇

Q
= B ·Q+D · S (B.40)

20/ Ver Cuadro 2.5 en la página 62 para las definiciones de estas variables.
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Prácticamente toda la información necesaria para conocer la estabilidad de un sis-
tema lineal autónomo, reside en los valores propios de la matriz principal, a la que
hemos denominado ‘B’ en la ecuación (B.40), ya que el análisis de los valores y
vectores propios de la misma nos indica las posibles alternativas para el sistema.

Antes de avanzar en el desarrollo, vamos a expresar la parte homogénea de la ecua-
ción (B.40) que es la que nos interesa, como:

Q̇

Q
= X = B Q (B.41)

A. Análisis de Estabilidad del Modelo Ampliado

Vamos a aplicar los conceptos previos a nuestro Modelo Ampliado, recordando que
la solución general de nuestro sistema lineal plano estará dada por21

X(t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t (B.42)

Que también puede expresarse como:

X(t) = eλ1t
[
c1V1 + c2V2e

(λ2−λ1)t
]

Donde e(λ2−λ1)t es una función de decaimiento exponencial cuando λ2 < λ1. La
matriz principal de nuestro sistema autónomo desarrollado en la Sección VI del
Anexo C correspondiente a las variables endógenas (ver página 175) viene dada
por22:

B =

 E −E

0 −C


Como vemos nuestra matriz ‘B’ es triangular inferior, por lo que sabemos que los
valores propios vienen dados por los elementos de la diagonal principal, que son ‘E’
y ‘-C’23, que resultan reales y distintos. Por lo tanto la traza y el determinante de
‘B’ serán:

tr(B) = E + (−C)

|B| = E(−C) < 0

Sabemos que cuando el determinante es negativo, implica que existe un punto de
silla con una senda estable, todo lo cual coincide con el resultado obtenido en el
diagrama de fase de la Figura 2.2 de la página 67.

Para comprobarlo, podemos utilizar X(1)=0 y aplicar la definición de punto cŕıtico a
nuestra ecuación (B.42), sabiendo que el ĺımite de una suma de funciones es equiva-

21/ Para los detalles sobre las condiciones de estabilidad, ver (De la Fuente, 2000). Para los
detalles sobre la solución de ecuaciones diferenciales, ver (Zill and Cullen, 2009).

22/ Pueden verse los parámetros que componen cada coeficiente de ‘B’ en el Cuadro B.2 de la
página 173 del Anexo C de este Caṕıtulo.

23/ En la Sección VIII: Resolución del Modelo, calculamos estos valores propios y vimos como
efectivamente coinciden.

176



lente a la suma de los ĺımites24. De esta forma podemos ver que cuando λ2 < 0 < λ1

que es como sucede en nuestro caso donde -C < 0 < E, tendremos que:

ĺım
t→∞

X(t) = c1V1e
λ1t︸ ︷︷ ︸

→∞

+ c2V2e
λ2t︸ ︷︷ ︸

→0

= ∞

Por lo que en términos generales el sistema será inestable. Sin embargo, cuando
consideramos el caso en que c1 = 0, como λ2 < 0 vemos que X(t) tenderá al punto
cŕıtico cero a lo largo de la recta determinada por el vector propio V2 (véase el gráfico
de la Figura B.1), resultando aśı una senda estable en función de que:

ĺım
t→∞

X(t) |λ2<0
c1=0 c2V2e

λ2t = 0

Figura B.1: Punto de Silla del Modelo Ampliado

Cuando el valor inicial del sistema no se encuentra sobre el vector propio V2 (o aquel
que corresponda al valor propio menor que cero, en términos generales), la recta
determinada por el otro vector propio (V1 en este caso), será una aśıntota para X(t),
como se refleja en la Figura B.1.

De esta manera, el punto cŕıtico es inestable aún cuando algunas trayectorias con-
vergirán a cero cuando aumente ‘t’, por lo cual este punto cŕıtico se denomina punto

24/ Esto es, ĺımt→a(f + g) = ĺımt→a f + ĺımt→a g.
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de silla.

VIII. Resolución del Modelo Loglinealizado

Aún cuando ya conocemos los valores propios de la matriz B25, vamos a calcularlos
despejando la ecuación caracteŕıstica. para ello, llamando ‘λ’ a los valores propios y
denominando ‘I’ a la matriz identidad, tendremos que:

|B − λI| = det

([
E − λ −E

0 −C − λ

])
= (E − λ)(−C − λ)

Realizando la multiplicación e igualando a cero el resultado, podemos despejar los
valores de ‘λ’ de la ecuación caracteŕıstica de la matriz ‘B’.

λ2 + (C − E)λ− EC = 0⇒
−(C − E)±

√
(C − E)2 + 4EC

2
=

(E − C)±
√

(C2 − 2CE + E2 + 4EC

2
=

(E − C)±
√
C2 + 2CE + E2

2
=

(E − C)±
√

(C + E)2

2
=

(E − C)± (C + E)

2

Por lo que, como hab́ıamos anticipado:

λ1 = E λ2 = −C

A continuación vamos a encontrar dos vectores propios para estos valores propios,
utilizando el hecho que:

[B − λiI] [Vi] = 0

Realizando los cálculos correspondientes, tendremos que para λ1 = E:

[B − λiI] =

[
E − E −E

0 −C − E

] [
V11

V12

]
= 0⇒

Por lo tanto :

{
0V11 − EV12 = 0
0V11 − (C + E)V12 = 0

que nos lleva a que:V1 =

[
1
0

]
Utilizando el mismo procedimiento para λ2 = −C

[B − λiI] =

[
E + C −E

0 0

] [
V21

V22

]
= 0⇒

25/ Por ser una matriz triangular, los valores propios coinciden con los coeficientes de la diagonal
principal. Además, por ser una matriz cuadrada sabemos que el determinante será el producto de
los valores propios y la traza su suma.
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Por lo tanto :

{
(E + C)V21 − EV22 = 0 ⇒ V21 = V22

E
E+C

0V21 + 0V22 = 0
⇒ V2 =

[
E

E+C

1

]
Por lo que la solución de la parte homogénea, designando las constantes como Ai,
será:  ln[q(t)]

ln[K(t)]


h

= A1

[
1
0

]
eEt + A2

[
E

E+C

1

]
e−Ct

Que también puede expresarse como ln[q(t)]

ln[K(t)]


h

=

A1

A2

 eEt E·e−Ct
E+C

0 e−Ct

 (B.43)

A continuación, para encontrar una solución particular de nuestro Modelo Matricial
Reducido (B.38), aplicaremos como dijimos el método de variación de parámetros.
Para ello debemos construir la llamada ‘Matriz Fundamental’ utilizando las colum-
nas de los vectores de la solución de la parte homogénea.

Esta Matriz, a la que llamaremos Φ(t), tiene la propiedad de ser no singular por
construcción (lo que asegura que Φ−1 existe), y por ser la solución de la homogénea,
resuelve el sistema Ẋ = AX donde ‘A’ es la matriz de la parte homogénea, y por lo
tanto:

Ẋ = AX ⇒ ˙Φ(t) = AΦ(t)

Con estas caracteŕısticas, se verifica que la solución de la parte no homogénea ‘Xp’
viene dada por:

Xp = Φ(t)

∫
Φ−1(t) F (t) dt

Donde ‘F(t)’ es la matriz de la parte no homogénea, y las constantes de integración
se evitan debido a que quedan subsumidas en las constantes de la solución de la
homogénea. Para mayores detalles del método, puede consultarse (Zill and Cullen,
2009).

Comenzamos entonces por construir la Matriz Fundamental para nuestro problema,
que viene dada por (B.43), y calcular su inversa.

Φ(t) =

 eEt E·e−Ct
C+E

0 e−Ct

 ⇒ Φ−1(t) =

e−Et −e−EtE
C+E

0 eCt


Nuestra matriz ‘F(t)’ de la parte NO homogénea está dada por:

D ∗ S =

r∗ E −F −F

0 C 0 0



r̃(t)

Ĩ(t)

M̃(t)
G

 =

r∗r̃(t) + EĨ(t)− FM̃(t)− FG

0 + CĨ(t) + 0 + 0
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Por lo que la solución de la ecuación particular deberá tener la forma siguiente:

XP =

 eEt E·e−Ct
C+E

0 e−Ct

∫ 
e−Et −e−EtE

C+E

0 eCt

r∗r̃(t) + EĨ(t)− FM̃(t)− FG

CĨ(t)


Dado lo complejo del planteo, vamos a considerar que las variables no dependen
expĺıcitamente del tiempo, sino que son observaciones de la evolución de cada va-
riable en el momento ‘t’. Esto nos permitirá integrar el lado derecho de la ecuación
y alcanzar un resultado aceptable.

Vamos entonces a multiplicar las dos matrices dentro de la integral, para luego
calcularla integrando cada elemento de la matriz resultante.

XP =

 eEt E·e−Ct
C+E

0 e−Ct

∫
e−Et

[
r∗r̃(t) + EĨ(t)− FM̃(t)− FG

]
− CEĨ(t)e−Et

C+E

CĨ(t)eCt


Resolvemos la integral que resultará:

XP =

 eEt E·e−Ct
C+E

0 e−Ct



e−Et

−E

[
r∗r̃(t) + EĨ(t)− FM̃(t)− FG

]
− CEĨ(t)e−Et

(−E)(C+E)

CĨ(t)eCt

C


con lo cual el resultado final de la solución particular será:

 ln[q(t)]

ln[K(t)]


P

=


E · Ĩ(t)

C + E
− r̃(t) · r∗ − F ·G+ E · Ĩ(t)− F · M̃(t)

E
+
C · Ĩ(t)

C + E

Ĩ(t)


Donde agregamos el sub́ındice ‘t’ en las variables, para identificar que se refieren al

valor que adopta en el tiempo ln
(
x(t)
x∗

)
. Ahora, agrupando y simplificando términos

este resultado puede reducirse considerando que:

EI

C + E
− EI

E
+

CI

C + E
=
EEI − (C + E)EI + CIE

E(C + E)
=

=
EEI − CEI − EEI + CIE

E(C + E)
= 0

Con lo que la solución particular vendrá dada por:
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 ln[q(t)]

ln[K(t)]


P

=


−r∗ · r̃(t) + F ·G+ F · M̃(t)

E

Ĩ(t)

 (B.44)

Por lo que el resultado general de la suma de las soluciones de la homogénea y la
particular será: ln[q(t)]

ln[K(t)]

 = A1

1

0

 eEt+A2

 E
E+C

1

 e−Ct+
0

1

 Ĩ(t)−

 r∗E
0

 r̃(t)+
FE

0

 M̃(t)+

FE
0

G
(B.45)
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Anexo C: Cuadros y Figuras
Econométricas

Los datos de FRED (Federal Reserve Economic Data, Data Updated: 2018-08-23)
fueron tomados de https://fred.stlouisfed.org, Economic Research Division, Federal
Reserve Bank of St. Louis. Los datos correspondientes a PWR provienen de Feenstra,
Robert C., Robert Inkllar and Marcel P. Timmer (2015), “The Next Generation of
the Penn World Table” American Economic Review, 105(10), 3150-3182, available
for download at www.ggdc.net/pwt
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Cuadro C.1: Descripción de las Series de Tiempo de Estados Unidos

Descripción Eviews Unidad de
Medida

Frecuencia Fuente

Tasa Prime RD por ciento anualizada FRED

1ª Diferencia RD 4(RD) unidades anualizada propia s/FRED

Tasa de Descuento R por ciento anualizada FRED

Índice Ĺıder Compuesto ILI 1980 =100 trimestral FRED

Relación Crédito a PIB CREPIB porcentaje trimestral FRED

“q” de Tobin Q unidades anualizada V.Furstenberg1977

Logaritmo de ‘q’ LQ unidades anual s/V.Furstenberg1977

“q1” 1950-2010 Q1 unidades anualizada Mihaljevic2010

Logaritmo de ‘q1’ LQ1 unidades anual s/Mihaljevic2010

Relación (I/K) IK unidades anual FRED

Relación (I/K)2 IK2 unidades anual propio s/FRED

Logaritmo de (I/K) LIK unidades anual propio s/FRED

Logaritmo de (I/K)2 LIK2 unidades anual propio s/FRED

GDP Mundial GDP dólares anual PWT

Mercado Meta (GDP USA) MM dólares anual FRED

Logaritmo de MM LMM unidades anual propio s/FRED

Ficticia 1958 DU58 0 ó 1 anual Propio

Ficticia 1975 DU75 0 ó 1 anual Propio

Ficticia 1994 DU94 0 ó 1 anual Propio

FRED: Federal Reserve Economic Data

PWT: Penn World Table (Feenstra et al., 2015)
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Figura C.1: Base de Datos Utilizada
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Figura C.2: Comportamiento Histórico de las Variables

Figura C.3: Matriz de Correlaciones
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Figura C.4: Regresión Inicial

Figura C.5: Estimación Recursiva de los Residuos del Modelo
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Cuadro C.2: Estimaciones Previas Realizadas con el Modelo 1952-1976

Dependiente(*) → L.IK2 L.IK2 L.IK2 IK2 L.IK2 IK2 L.IK2 L.IK2 L.IK2 IK2

↓ Explicativas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C -7.303 0.0003 -6.835 0.007 -7.650 -0.0002

Q 0.0004 0.002 0.0006

MM 0.0002 0.007 0.0003

LOG(Q) 0.418 0.197 0.615 0.987 0.355

LOG(MM) 1.063 0.509 2.712 2.898 0.986

R -0.083

RD 0.017 0.137 -0.015 -0.130

ILI -0.078 -0.076 -5.2e−05 -0.059 -0.034

CREPIB 0.015 -5.0e−05 -0.051

LQ*DU58 0.792 0.548

LMM*DU75 -0.010

DU58 -0.280 -0.322 -0.0004

DU75 -0.122 -0.318 -0.304 -0.0005

R2 0.1684 0.4252 0.5392 0.5482 0.6554 0.6737 0.6907 0.7211 0.8169 0.8238

R̄2 0.03 .3929 0.4973 0.5071 0.5865 0.5969 0.6179 0.6340 0.7803 0.7886

SE of Regr 0.205 0.492 0.1445 0.0002 0.3434 4.9e−07 0.2648 0.239 0.1825 3.1e−07

D-W 1.28 1.096 1.4285 1.3668 1.6087 1.113 0.982 1.662 2.055 2.095

(*): Agregamos un punto en ‘L.IK2’ para distinguirlo mejor de ‘IK2’.
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I. Estimación 1952-76 - Página 90

Figura C.6: Estimación del Modelo Incluyendo Variables Binarias

El ajuste de la regresión es muy bueno, ya que registra un R̄2 = 78 % y la
significatividad conjunta medida por la distribución ‘F’ es muy alta, con un
p-value prácticamente nulo.

Los signos de la ‘q’ de Tobin y del Mercado Meta son los esperados (positivos
y significativos)

Todos los parámetros resultan significativos individualmente, al 98 % de pro-
babilidad.

El estad́ıstico de Durbin-Watson de 2,06 cae dentro de la zona de no acep-
tación de presencia de autocorrelación, ya que para k=4 y N=25, los valores
de tabla son dL = 1, 038 y dU = 1, 767, cayendo entonces en la zona de No
Autocorrelación.

Vemos en el Panel (b) de la Figura C.6 las funciones de Autocorrelación y de Au-
tocorrelación Parcial del modelo, que nos muestran que no existe correlación entre
los residuos de la regresión. No obstante ello, y para cerciorarnos, agregamos en los
Paneles (c) y (d) la prueba de máxima verosimilitud de Breusch-Godfrey, con uno
y con dos rezagos. Los dos casos nos muestran la ausencia de autocorrelación de los
residuos, toda vez que los p-value (Tanto de ‘F’ como de ‘X 2’), son superiores al
5 %.
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Figura C.7: Estimación del Modelo Incluyendo la Tasa Prime

A. Cointegración - Página 91

Figura C.8: Pruebas de Estacionariedad de los Residuos

en la Figura C.9 los Paneles de la derecha corresponden a cada serie ‘en niveles’,
mientras que en los de la izquierda están ‘en diferencias’. De esta manera, en el Panel
(a) podemos aceptar que la primera diferencia del logaritmo de (I/K) es estacionaria,
dado que los p-values son inferiores al 5 %. El Panel (b), mientras tanto, acepta la
presencia de ráız unitaria y por lo tanto se rechaza la estacionariedad de (I/K) en
niveles. Concluimos que ‘LIK2’ es integrada de orden uno, o sea, I(1)

Lo mismo podemos decir acerca de los resultados de los Paneles (c) y (d) correspon-
dientes a la ‘q’ de Tobin (en niveles a la derecha y en diferencias a la izquierda), y
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Figura C.9: Pruebas de Ráız Unitaria de las Series

los Paneles (e) y (f) correspondientes al Mercado Meta.

B. Prueba de Johansen - Página 93

Número de Rezagos

Puede apreciarse que los criterios utilizados por EViews han sido: el de Máxima
Verosimilitud Modificado (LR), el de Predicción Final de Error (FPE), el de Akaike
(AIC), el de Schwarz (SC) y el de Hannan-Quinn (HQ). Todos ellos nos indican que
el mejor ajuste se produce con dos rezagos en la estimación, por lo que realizaremos
la prueba de Johansen con dos lags.

Resultados del Test

Debemos notar que las variables endógenas son “LIK, LQ y LMM”, y las exógenas
son “DU58 y DU75”. De acuerdo a lo definido en el paso anterior, se aplicaron dos
rezagos (indicados como: “lags interval 1 to 2”), .
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Figura C.10: Criterios para la Selección del Número de Rezagos

En las prueba de Rango de Cointegración medido por la traza de la matriz en la
parte superior del Panel (a) de la Figura C.11, detecta como máximo dos ecuaciones
cointegradas en el modelo con un 99,5 % de significatividad. El las prueba del máximo
valor propio de la matriz de cointegración, en la parte inferior del Panel (a) de la
Figura C.11, también detecta a lo sumo dos vectores de cointegración, con una
significatividad del 98 %. Concluimos entonces que seguramente hay un vector de
cointegración y, probablemente, otro más adicional.

Figura C.11: Test de Cointegración de Johansen

En la zona inferior del Panel (b), a la derecha de la Figura C.11, podemos ver
las dos ecuaciones de cointegración de largo plazo (con los signos invertidos), en
los bloques “1 Cointegrating Ecuation(s)” y “2 Cointegrating Ecuation(s)”. Dado
que a continuación estimaremos el Modelo de Corrección de Errores, dejamos los
comentarios sobre este punto para la conclusión final.

C. Modelo de Corrección de Errores

En el Panel (a) tenemos la Ecuación Cointegrada de Largo Plazo en la parte superior
(junto con los desv́ıos estándar y los valores de ‘t’), y los principales indicadores de
la estimación en la parte inferior.

En el Panel (b) a la derecha de la Figura C.12, vemos el Modelo de Corrección
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Figura C.12: Modelo de Corrección de Errores

de Errores. La velocidad de ajuste del modelo puede verse en el primer término
denominado ‘CointEq1’ y equivale a ‘-0,69’.

Para extraer conclusiones adicionales podemos analizar la significatividad y los sig-
nos de las demás variables involucradas en este Modelo y verificar el comportamiento
estad́ıstico. Para ello reagrupamos la información de la Figura C.12 de manera tal
que resulte más simple para la lectura, tarea que se muestra en la Figura C.13.

Prueba de Causalidad de Granger

Dado que la prueba debe ser realizada con variables estacionarias, hemos aplicado
la primera diferencias a nuestras variables que, como ya hab́ıamos verificado, son
estacionarias en diferencias. Los resultados pueden verse en la Figura C.14, y mues-
tran que existe causalidad en el sentido de Granger entre las variables, con distintos
grados de significatividad.

Vemos que la significatividad con la que se identifica la causalidad que producen la
tasa de interés y la ‘q’ de Tobin son muy altas (99 % o más), mientras que la influencia
del Mercado Meta es algo menos significativa. No obstante, debemos rescatar que
śı se puede aceptar la presencia de causalidad del Mercado Meta a la relación de
inversión a capital, con una significatividad del 88 %.

Verificaciones Estad́ısticas

Podemos ver en el Panel (a) de la Figura C.15 las funciones de autocorrelación y
autocorrelación parcial, que nos muestran la ausencia de correlación de los residuos,
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Figura C.13: Significatividad de las variables del Modelo de Corrección de Errores

Figura C.14: Causalidad en el Sentido de Granger

lo cual se confirma en la parte inferior del Panel (b), donde la prueba de Breusch-
Godfrey, que utiliza dos rezagos (la misma cantidad que aplicamos en los las prueba
y estimaciones), nos confirma con valores superiores al 5 % tanto con distribución
‘F’ como con X 2, que se rechaza la hipótesis de autocorrelación en los residuos.

También podemos ver en el Panel (b), ahora en la parte superior, los resultados
de la prueba de Breusch-Pagan-Godfrey que nos permite rechazar la hipótesis de
heteroscedasticidad en la estimación.

El Panel (c), mientras tanto, nos muestra los valores reales (‘Actual’) y estimados
(‘Fited’) de (I/K)2, junto con los residuos y el gráfico de la evolución de los mismos
año por año, con una ĺınea punteada sobre los dos desv́ıos estándar. Vemos seis
observaciones que exceden los dos desv́ıos, fuera de lo cual el comportamiento de los
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mismos aparece normal.

Figura C.15: Verificaciones del Modelo de Corrección de Errores

D. Cambio de Parámetros

Figura C.16: Test de Gregory y Hansen: Cointegración con Cambio Estructural

E. Estimación sin el Mercado Meta

Vemos en el Panel (a) de la Figura C.19 que la estimación es buena, ya que tiene un
R2 del 58,6 %, los parámetros son significativos individualmente, salvo la variable
binaria DU75, mientras que el coeficiente de Durbin-Watson de 1,61 despeja la
posibilidad de autocorrelación en los residuos, ya que para k=4 y N=25, los valores
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Figura C.17: Cointegración con Cambio Estructural: Relación de Largo Plazo

Figura C.18: Cointegración con Cambio Estructural: Variable Binaria en 1958 =
dulmm

de tabla son dL = 1, 038 y dU = 1, 767, cayendo entonces en la zona de duda, pero
muy cerca del ĺımite de No Autocorrelación. (la prueba de Breusch-Godfrey con
uno y dos rezagos confirma este comentario). Tenemos entonces un buen resultado,
aunque no resulta tan bueno como cuando usamos el Mercado Meta en lugar de la
tasa de interés, pero muy aceptable por cierto.

Continuando con los resultados del modelo con ‘RD’ en lugar de ‘LMM’, vemos la
prueba de Johansen sobre cointegración de las variables en los Paneles (c) y (d) de
la Figura C.19, y comenzamos a detectar problemas. Como puede verse, utilizamos
dos rezagos en la prueba, de acuerdo a lo que indicaron los diferentes criterios de
selección que se muestran en el Panel (b). De esta manera, vemos que mientras la
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Figura C.19: Estimación de Cointegración sin el Mercado Meta

Figura C.20: Significatividad del Modelo de Corrección de Errores sin ‘LMM’
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prueba del rango de cointegración basado en la traza de la matriz nos dice en el Panel
(c) que existen dos ecuaciones cointegradas, el que utiliza el criterio de los mayores
valores propios indica en el Panel (d) que no hay ninguna ecuación cointegrada .

No obstante ello, realizamos la estimación de largo plazo del Modelo de Corrección
de Errores, la cual puede verse en el Panel (a) de la Figura C.20. Para completar este
ejercicio, incluimos en el Panel (b) de la Figura C.20 el resultado de la estimación del
ECM, en el que puede verse que si bien el parámetro de la velocidad de ajuste C(1)
es negativo, resulta no significativo, por lo que no se verifica causalidad el sentido de
Granger en el largo plazo, al contrario de lo que ocurŕıa al incluir el Mercado Meta.

El Panel (c) de la Figura, a su vez, nos da resultados contrapuestos para la signi-
ficatividad conjunta de la ‘q’ de Tobin rezagada, rechazando la causalidad de corto
plazo bajo la distribución ‘F’, pero aceptándola bajo la X 2 al 95 % de significativi-
dad. En el caso de la tasa de interés, por el contrario, bajo ambas distribuciones se
acepta la causalidad en el sentido de Granger en el corto plazo.

Como hemos notado al analizar la causalidad en sentido de Granger de las varia-
bles, se detecta causalidad de ‘q’ hacia ‘I/K’, lo cual no puede verificarse con esta
especificación del modelo con RD y sin LMM, ni en el corto ni en el largo plazo.
Este es un motivo adicional para preferir utilizar el Mercado Meta en la estimación,
en lugar de la tasa de interés prime.

F. Verificaciones Estad́ısticas

Vamos a analizar los resultados de la estimación que nos da la Figura C.6 en la
página 188, donde vemos que la estimación no tiene autocorrelación, lo que se verifica
a través de:

1. Test de Durbin-Watson: el valor de 2,06 que arroja EViews está muy cercano
a 2. Si buscamos los valores tabulados para el estad́ıstico de D-W, con k=4
variables y N=25 observaciones, obtenemos dL = 1, 038 y dU = 1, 767; por lo
que el valor encontrado cae en la zona de ausencia de autocorrelación.

2. El correlograma residual con 11 retardos que se muestra en el Panel (b) de
la Figura C.6, exhibe que ninguno de los coeficientes de correlación parcial
excede las ĺıneas punteadas, por lo que confirmamos el diagnóstico del D-W.

3. Los contrastes de máxima verosimilitud de Breusch-Godfrey en los Paneles
(c) y (d) de la Figura C.6 utilizando tanto uno como dos rezagos en los resi-
duos, rechazan la hipótesis nula de autocorrelación tanto por la prueba de “F”
como por la “Chi-cuadrado” (vemos que ambos tienen p-valores que superan
ampliamente el 5 %).

Otra cuestión complementaria a la significatividad de nuestra estimación, viene dada
por el gráfico de la dispersión de los residuos con respecto a ‘LQ’ y ‘LMM’, ubicado en
el Panel (a) de la Figura C.21. Podemos ver que el comportamiento de los mismos es
bastante aleatorio, a partir de la nube de puntos que se ve en cada caso, a la vez que la
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Figura C.21: Residuos de la Regresión

ĺınea de tendencia resulta claramente horizontal. El Panel (b) de la Figura, mientras
tanto, nos muestra los valores reales (‘Actual’) y estimados (‘Fited’) de (I/K)2, junto
con los residuos y el gráfico de su evolución año por año, con una ĺınea punteada
sobre los dos desv́ıos estándar. Como podemos ver, hay cuatro observaciones en las
que los residuos superan los dos desv́ıos (lo que equivale a un 16 %). Recordemos
que en la estimación sin variables ficticias eran seis excesos (24 %, ver Figura C.4).

La segunda cuestión que debemos verificar está relacionada con la relevancia del
Mercado Meta en la estimación. A pesar de que hemos verificado que en todas
las regresiones el “p-value” de la variable era relevante, y que ahora mismo en la
Figura C.6 tiene un valor nulo (0,0000), vamos a realizar la prueba de Wald de
significatividad individual del parámetro, cuyo resultado puede verse en la Figura
C.22.

Vemos en el Panel (a) de la Figura que los “p-value” nulos son por supuesto inferiores
al 5 % para las tres distribuciones de los diferentes estad́ısticos (‘t’, ‘F’ y ‘X 2’), lo
que nos permite aceptar con holgura que la variable es relevante.

La siguiente pregunta que debemos responder, ya que sabemos que el Mercado Meta
es una variable relevante para nuestro modelo, es que no resulte una variable redun-
dante. No será nuestro caso, pero siempre es útil verificarlo ya que a pesar de que
el parámetro es significativo, podŕıa darse que la variable sea redundante.

Para verificarlo calculamos el porcentaje de Máxima Verosimilitud, cuyo resulta-
do vemos en el Panel (b) de la Figura C.22. Los tres estad́ısticos son nulos como
podemos ver, y nos permiten rechazar la hipótesis nula de que MM es redundante.
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Figura C.22: Relevancia del Mercado Meta

Figura C.23: Normalidad de los Residuos de la Regresión

Adicionalmente, podemos ver en el Panel (c) de la Figura C.22 que la estimación de
la ecuación sin el Mercado Meta muestra un R̄2 muy inferior al original (2,7 %), a la
vez que el coeficiente de Durbin-Watson disminuye y cae en la zona de aceptación
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de autocorrelación. También se cumple la regla práctica de (Granger and Newbold,
1974) para la correlación Espúrea, que indica que seguramente existe cuando el R2

es inferior al coeficiente estimado de D-W, como sucede en ausencia del Mercado
Meta.

Concluimos entonces que el Mercado Meta es una variable relevante en la estima-
ción de la relación de inversión a capital, lo cual coincide con nuestras comproba-
ciones teóricas del Caṕıtulo anterior y nuestras presunciones del inicio de esta Tesis.
Además, como dijimos, su ausencia en la estimación lleva muchas veces a tener
autocorrelación en los residuos de la regresión.

También hemos incorporado en la Figura C.23, el Estad́ıstico de Jarque-Bera, cuya
probabilidad bastante mayor al 5 % nos indica que los residuos tienen una distribu-
ción normal, algo que también puede asumirse a través de la representación gráfica
que nos muestra EViews. Asimismo vemos en la Figura C.23 que el valor medio
es prácticamente nulo, mientras que la asimetŕıa se acerca bastante al valor cero
(0,018), mientras que la curtosis se aproxima a dos (2,02), valores estos representa-
tivos de una distribución normal estandarizada.

A partir de estas verificaciones, y como los residuos tienen distribución normal,
concluimos adicionalmente que la inferencia estad́ıstica que realicemos con el modelo
será válida.

A continuación, y aunque la heteroscedasticidad no es tan frecuente en series de
tiempo, podŕıa estar presente en nuestra estimación. Vamos a aplicar primero la
prueba de Breusch-Pagan-Godfrey que se construye expresando la varianza como
σ2
i = h(a · Z ′i), donde ´h’ es una función del vector ‘Z’ compuesto por las variables

que producen la heteroscedasticidad. Si el valor de ‘a’ fuera igual a cero, la varianza
seŕıa constante.

Para realizar la prueba, se hace una estimación de máxima verosimilitud de la va-
rianza del error y se determina el valor del estad́ıstico Q = V E

2
, donde VE = varianza

explicada por la estimación máximo verośımil. El estad́ıstico ‘Q’ se distribuye según
una X 2 con k grados de libertad1, bajo la hipótesis nula que “a=0”, o sea que hay
homocedasticidad. El resultado podemos verlo en el Panel (a) de la Figura C.24,
donde los tres estad́ısticos presentados superan el 5 % y por lo tanto aceptan la
hipótesis de homocedasticidad.

También incluimos la prueba de White, que consiste en realizar una regresión de
los cuadrados de los residuos obtenidos en la estimación de Mı́nimos Cuadrados
Ordinarios, sobre todas las variables independientes del modelo, sus cuadrados y sus
productos cruzados de dos en dos. Si mediante un las prueba ‘F’ se acepta la nulidad
conjunta de todos los parámetros del modelo (sin la constante), se acepta también
la homocedasticidad de la estimación. El resultado podemos verlo en el Panel (b)
de la Figura C.24, donde volvemos a rechazar la hipótesis de heteroscedasticidad.

También hemos verificado la ausencia de heteroscedasticidad condicional mediante la
verificación en el correlograma de los residuos al cuadrado que se muestra en el Panel
(b) de la Figura C.25, donde vemos que ninguno de los rezagos es significativo, y por

1/ Donde k = número de variables
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Figura C.24: Pruebas de Homoscedasticidad

lo tanto en ningún peŕıodo la función de autocorrelación excede los ĺımites punteados
de la Figura. También incluimos en el Panel (a), el contraste del multiplicador de
Lagrange con dos retardos que nos muestra ‘p-values’ superiores al 5 % que nos
permiten rechazar la hipótesis de heteroscedasticidad condicional.

Pasamos entonces a la verificación de ausencia de colinealidad entre las variables
explicativas, analizando en primer término la matriz de correlaciones entre las va-
riables. Como podemos ver en el Panel (b) de la Figura C.26, sólo se aprecia co-
rrelación importante, aunque no preocupante, entre el logaritmo del Mercado Meta
(LMM), con la relación de inversión a capital (LIK), las cuales sabemos que están
cointegradas.

Para despejar toda duda, también calculamos los “Factores de Inflación de la Va-
rianza” (VIF), que se realizan a partir del R2 obtenido en una regresión de cada
variable explicativa contra el resto de las mismas. Si el valor del VIF es superior a
10, se presume que hay colinealidad entre las variables explicativas. El cálculo del
valor del VIF viene dado por:

V IFQ =
1

R2
Q

donde R2
Q proviene de la regresión de ln(Q) = Υ0+Υ1ln(MM)+Υ2DU58+Υ3DU75.

El resultado obtenido puede verse en el Panel (a) de la Figura C.26, y nos muestra
que como los VIF centrados (en la última columna) son todos menores a diez,
podemos rechazar la hipótesis de colinealidad perfecta de las variables.

Pasamos a ver ahora la correcta especificación del modelo mediante la prueba de
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Figura C.25: Pruebas de Heteroscedasticidad Condicional

Ramsey, llamado generalmente “RESET Test”.

Este las prueba se construye comparando la regresión original, con otra similar
pero incluyendo la variable dependiente estimada elevada a una o más potencias.
En general es suficiente con elevarla al cuadrado, que es lo que hemos hecho en la
Figura C.27. Como podemos ver en el Panel (a) de esa Figura, los ‘p-values’ son
muy superiores al 5 % y nos permiten aceptar la hipótesis de correcta especificación
del modelo.

II. Variaciones al Modelo

A. Modelo en Niveles

Vemos en el Panel (a) de la Figura C.28 que la estimación es muy buena, e incluso
el R̄2 del 79,2 % supera al obtenido en la estimación en logaritmos. Los criterios de
Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn indican un mejor ajuste de este Modelo, como
puede verificarse viendo el Cuadro 3.4, y el D-W está muy próximo a dos2.

2/ Dado que la estimación no cuenta con ordenada al origen, el estad́ıstico de Durbin-Watson no
es aplicable. De todas maneras, la prueba de Breusch-Pagan confirma la ausencia de autocorrelación
de los residuos.
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Figura C.26: Ausencia de Colinealidad

B. Modelo sin la ‘q’ de Tobin

Como podemos apreciar en el Panel (a) de la Figura C.29, el ajuste del modelo resulta
muy bueno, toda vez que el R̄2 alcanza al 71,8 %. Los criterios de Akaike, Schwarz
y Hannan-Quinn nos muestran que el Modelo en logaritmos completo (incluyendo
‘lq’), tiene un mejor ajuste, lo que indica un motivo por el cual fue elegido nuestro
Modelo.

El Panel (c) de la Figura nos muestra la ausencia de autocorrelación en este modelo,
que también es homocedástico y resulta bien especificado de acuerdo al RESET
las prueba3. A partir de ello, en el Panel (b) verificamos la cantidad de rezagos
necesarios para aplicar la prueba de cointegración de Johansen, que se muestra en el
Panel (d) y nos dice que hay al menos una ecuación cointegrada, tanto por la traza
como por el máximo valor propio.

A partir de este resultado, estimamos la ecuación cointegrada utilizando el Modelo
de Corrección de Errores que mostramos en la Figura C.30. Vemos en el Panel (a)
la ecuación de cointegración (a largo plazo), y en el Panel (b) el ECM propiamente
dicho.

3/ No mostramos estos resultados expĺıcitamente por una cuestión de espacio
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Figura C.27: Test de Especificación del Modelo

Notamos en primer lugar que el parámetro ‘C(1)’ es negativo y significativo al 99,9 %,
lo cual resulta una significación mucho mayor a la que mostraba el Modelo completo
en C.6. Sin embargo, el valor inferior a ‘-1’ nos está indicando un error de especifi-
cación en este modelo, ya que al tratarse de la velocidad de ajuste del corto al largo
plazo, no puede superar el 100 % ya que ajustaŕıa en el peŕıodo más que la cantidad
necesaria, lo cual no es muy plausible.

Unamos ahora lo que hab́ıamos visto en la Figura C.20 (página 196), con la esti-
mación del modelo con la tasa de interés prime en lugar del Mercado Meta. Alĺı
tampoco exist́ıa cointegración, toda vez que la significatividad del parámetro ‘C(1)’
era inferior al 90 %. Ambos elementos nos estaŕıan indicando que la correcta especi-
ficación del modelo requiere la inclusión tanto del Mercado Meta como de la ‘q’ de
Tobin para que exista cointegración.

III. Caso USA 1950-2010

Como se ve en el Panel (a) de la Figura C.31, tenemos tres criterios que indican tres
rezagos, Schwartz que indica uno solo, y Hannan-Quinn que pide dos. Elegimos tres
rezagos debido a que es la recomendación del criterio de Akaike, apoyado por LR y
FPE.

El las prueba de Johansen sobre cointegración se muestra en el Panel (b) de la Figura
C.31. Podemos ver que utilizando el estad́ıstico basado en la traza de la matriz de
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Figura C.28: Estimación del Modelo en Niveles

Figura C.29: Estimación del Modelo sin la ‘q’ de Tobin

cointegración se detecta un vector cointegrado, al igual que al aplicar el criterio del
máximo valor propio.

Para cerrar, calculamos la prueba de Wald sobre significatividad de los parámetros,
a fin de verificar la causalidad en el sentido de Granger de corto plazo. Como vemos
en el Panel (a) de la Figura C.33 se acepta la hipótesis de causalidad en el sentido
de Granger de la ‘q’ de Tobin hacia la relación de inversión a capital. El Panel (b),
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Figura C.30: Modelo de Corrección de Errores (sin la ‘q’ de Tobin)

Figura C.31: Criterios de Selección y Test de Rango de Johansen para 1950-2010
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Figura C.32: Estimación del Modelo Cointegrado para 1950-2010

Figura C.33: Test de Wald para 1950-2010
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Figura C.34: Modelos Largo Plazo con y sin ‘dummys’: 1950-2010

mientras tanto, indica que no se verifica causalidad en el sentido de Granger del
Mercado Meta hacia (I/K).

Vemos en el Panel (a) de la izquierda, que contiene la estimación con las variables
binarias, que han mejorado los resultados con respecto a la estimación anterior (de
sólo 25 observaciones), y ahora el ‘p-value’ de significatividad conjunta se redujo
todav́ıa más, hasta anularse (lo cual es muy bueno). Por otro lado, ahora resulta
significativo el parámetro del Mercado Meta y el de la ‘q’ de Tobin lo es al 90 %
de significatividad. Recordemos que en la estimación para 1952-1976 resultaron no
significativos, con ‘p-values’ superiores a 22 % para ‘q’ y 59 % para ‘LMM’.

También podemos ver que las tres variables binarias son no significativas, ya que
tienen ‘p-values’ muy superiores al 5 % (39 % du94, 25 % dulq y 29 % dulmm), lo
que nos indica que no seŕıan necesarias para la estimación.

Veamos qué sucede cuando no consideramos las variables binarias, en el Panel (b)
de la Figura C.34. El ‘p-value’ de ADJ se mantiene en un valor nulo, mientras que
mejora sustancialmente la significatividad del parámetro de la ‘q’ de Tobin y el
Mercado Meta sigue siendo muy significativo.

En principio, este resultado de falta de significación de las variables ficticias y mejora
de la significatividad de las variables explicativas al quitar las dummys, unido a la
detección de cointegración tanto con la prueba de (Johansen, 1988) como con el de
(Gregory and Hansen, 1996a), nos estaŕıa indicando que puede ser posible tener una
buena estimación del Modelo sin incluir variables ficticias. Esto es lo que haremos
en la siguiente Sección.
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A. ECM para USA 1950-2010

Cuadro C.3: Estimaciones Previas Realizadas con el Modelo 1950-2010

Dependiente(*) → IK2 IK2 IK2 L.IK2 L.IK2

↓ Explicativas 1 2 3 4 5

C 0.0008 0.0007 0.0009 -7.424 -7.483

Q1 0.0005 0.0005 0.0007

MM 0.0002 0.0003 0.0003

LOG(Q) 0.0819

LOG(MM) 0.892 1.148

R 6.4e−05

RD 0.000 5.5e−05

∆(RD) 0.046 0.0448

CREPIB -0.000 1.2e−05 -1.5e−05 -0.0056 -0.007

LQ1*DU75 0.166

DU58 -9.9e−05 -0.177

DU75 -0.0004 -0.217

R2 0.80 0.81 0.82 0.84 0.86

R̄2 0.79 0.81 0.81 0.83 0.84

SE of Regr 7e−06 0.0003 6e−06 1.379 0.151

D-W 0.67 0.71 0.73 0.74 0.70

(*): Aplicamos un punto en ‘L.IK2’ para distinguirlo mejor de ‘IK2’.

Figura C.35: Matriz de Correlaciones 1950-2010
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Figura C.36: Esquema del Bound Test - 1950/2010

B. Bound Test de Pesaran y Smith

Los resultados de la estimación pueden verse en la Figura C.37, que muestra en la
parte superior las estimaciones de corto y largo plazo.

Figura C.37: Estimación del Modelo para 1950-2010

En el Panel (a) de la Figura C.37 vemos la estimación de largo plazo, que muestra que
todas las variables son significativas, salvo la relación de crédito a GDP (CREPIB)
que lo es al 90 %. Esto puede deberse a la superposición que tiene con el Mercado
Meta, que se verifica con un coeficiente de correlación del 94 % que ya hab́ıamos
comentado (ver la Figura C.35 en la página 209). Sin embargo, al quitarlo de la
estimación se produce una desmejora de la misma, que puede verse en la reducción
de los criterios de selección de Schwartz y de Akaike al comparar los Paneles (a) de
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las Figuras C.37 y C.38. Pero el mayor efecto negativo de la ausencia de la relación
de crédito a GDP en la estimación, se produce al generarse una leve autocorrelación,
detectada por ejemplo mediante la prueba de Breusch-Godfrey que puede verse en
el Panel (b) de la Figura C.38. Por ello, y al tratarse de una variable importante
para el Modelo, decidimos mantenerla en la estimación.

Figura C.38: Estimación del Modelo 1950-2010 sin la variable ‘CREPIB’

C. Verificaciones Estad́ısticas

Figura C.39: Estimación ARDL para 1950-2010

Verificamos la ausencia de heteroscedasticidad, aplicando la prueba de Harvey (ver
el Panel (b) de la Figura C.40), y la colinealidad mediante los factores de inflación
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Figura C.40: Autocorrelación, Heteroscedasticidad, Colinealidad, Especificación y
Normalidad de los Residuos del Modelo en 1950-2010

de la varianza, que detectan nuevamente la vinculación entre ‘LMM’ y ‘CREPIB’
con valores superiores a 10 (ver el Panel (c) de la Figura C.40, columna ‘Centered
VIF’).

Para finalizar el análisis del comportamiento de la regresión, realizamos la prueba de
Jarque-Bera sobre normalidad de los residuos, que al arrojar un ‘p-value’ superior
al 5 % (26,7 % en realidad), acepta la hipótesis de normalidad. Por otra parte, y
como también puede verse en el Panel (e) de la Figura C.40, el valor medio de los
residuos prácticamente igual a cero (2,59 e−17), una asimetŕıa muy cercana a cero
(-0,31) y una curtosis algo elevada (3,84), nos definen un acercamiento muy grande
a una distribución normal, con concentración en el valor medio, como se aprecia en
la citada Figura

Vemos también en el Panel (d) de la Figura C.40, que el modelo se encuentra bien
especificado, toda vez que el RESET las prueba de Ramsey nos muestra ‘p-values’
muy superiores al 5 %.
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Figura C.41: Estabilidad CUSUM: 1950-2010

Figura C.42: Estabilidad CUSUMQ: 1950-2010
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Cuadro C.4: Verificación de Causalidad y Exogeneidad Débil Mediante el Modelo de Corrección de Errores

∆(LIK2) ∆(LQ1) ∆(LMM) ∆(CREPIB) ∆(∆RD)

Variable Coeficiente P-Value Coeficiente P-Value Coeficiente P-Value Coeficiente P-Value Coeficiente P-Value

ût−1 -0.3207 0.0225 -0.2626 0.2874 -0.0200 0.3319 11.0445 0.0000 -0.6317 0.7715

∆LIK2t−1 0.4764 0.0378 0.1303 0.7463 0.0537 0.1112 8.9490 0.0030 -1.4456 0.6841

∆LQ1t−1 0.4975 0.0000 -0.2689 0.0924 0.0571 0.0000 2.5814 0.0297 3.5183 0.0128

∆LMMt−1 -2.1328 0.2334 -1.7356 0.5820 -0.0560 0.8314 -50.5315 0.0315 31.3654 0.2598

∆CREPIBt−1 0.0039 0.0715 -0.0002 0.9680 0.0008 0.0514 0.0474 0.1806 -0.0062 0.8822

∆(∆RDt−1) -0.0039 0.6997 -0.0179 0.3214 -0.0013 0.3772 -0.1487 0.2670 -0.1436 0.3579

C 0.0547 0.3217 0.0738 0.4482 0.0300 0.0003 3.2029 0.0000 -1.0281 0.2313

ût−1 < 0 SI SI SI NO SI

Significativo SI NO NO SI NO

Causalidad LP SI NO NO NO NO

Exog.Débil NO SI SI SI SI

Signif. LQ1 SI NO SI SI SI

Signif. LMM NO NO NO SI NO
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